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Resumo 
 
 
LOPES, Afonso Martins Revidiego. Aplicação da simulação Hardware in the Loop para testes 
e desenvolvimento de suspensões veiculares. 2017. Dissertação (Mestrado). Faculdade de 
Engenharia Mecânica. Universidade Estadual de Campinas. Campinas. 
 
As suspensões veiculares são compostas basicamente de molas e amortecedores. Esses 
conjuntos mola-amortecedores na prática apresentam características não lineares que são 
difíceis de modelar matematicamente. Devido à complexidade de se modelar esses 
componentes, a aplicação da simulação Hardware in the Loop (HIL) é recomendada. Na 
simulação Hardware in the Loop uma parte do sistema é simulada computacionalmente 
(software) e outra parte, que apresenta características complexas de serem modeladas, é 
incorporada fisicamente ao sistema (hardware). Assim, este trabalho apresenta a aplicação da 
técnica Hardware in the loop (HIL), para analisar o comportamento dinâmico de um veículo 
onde as duas suspensões traseiras são os componentes físicos do sistema e todo o resto do 
veículo é simulado. Dois tipos de suspensões traseiras serão testados, um sistema de 
suspensões convencional e um sistema de suspensões hidropneumática. O objetivo é aplicar a 
simulação HIL para comparar a utilização desses dois tipos de suspensões. Para as simulações 
será utilizado um modelo matemático com sete graus de liberdade, de modo a representar um 
veículo completo com quatro rodas, implementados através do software Matlab
®
. Os 
parâmetros que serão utilizados no modelo, correspondem aos valores reais de um veículo 
existente no mercado, cujas características foram identificadas em laboratório. Os resultados 
experimentais obtidos serão comparados e analisados, mostrando que é possível utilizar a 
simulação HIL para testes e desenvolvimento de suspensões veiculares. 
 
Palavras Chave: Automóveis – molas e suspensão, Veículos – Dinâmica, Sistemas de tempo 
real. 
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Abstract 
 
 
LOPES, Afonso Martins Revidiego. Application of the Hardware in the Loop simulation for 
testing and development of vehicular suspensions. 2017. Dissertation (Master). Faculty of 
Mechanical Engineering. Universidade Estadual de Campinas. Campinas. 
 
A vehicle suspension system usually consists of a spring and a damper. These spring-
damper assemblies in practice have nonlinear features that are difficult to model 
mathematically. Due to the complexity of modelling these components the application of the 
Hardware in the Loop simulation (HIL) is recommended. In Hardware in the Loop 
simulation, one part of the system is computationally simulated (software), and another part, 
which has the complex characteristics of being modeled, is physically incorporated into the 
system (hardware). Thus, this dissertation describes the application of the Hardware in the 
Loop simulation to analyze the dynamic behavior of a vehicle where the two rear suspension 
are the physical components of the system and all the other parts of the vehicle are simulated. 
Different types of rear suspensions are tested, a system with conventional suspensions and a 
system with hydropneumatic suspensions. The objective is to apply the HIL simulation to 
compare the use of these two types of suspension systems. For the simulations it is used a 
mathematical model with seven degrees of freedom, in order to represent a complete vehicle 
with four wheels, implemented in Matlab
®
. The model parameters correspond to real values 
of a vehicle, whose characteristics have been identified in laboratory. The experimental 
results obtained are compared and analyzed, showing that it is possible to use the HIL 
simulation for testing and development of vehicular suspensions. 
 
Key Words: Automobiles – Springs and Suspension, Vehicles – Dynamics, Real-time 
systems. 
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𝑦 Equação de saída 
𝑌𝑑 Distância do CG até lateral direita 
𝑌𝑒 Distância do CG até lateral esquerda 
𝑧 Deslocamento da massa 
{𝑧} Vetor de deslocamento vertical 
𝑧𝑐𝑖 Deslocamento vertical do conjunto da roda i 
𝑧𝑒 Deslocamento estático 
𝑧𝑚 Curso máximo da suspensão 
𝑧𝑠𝑖 Perfil do solo de rodagem 
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𝑧𝑣 Deslocamento vertical do CG do veículo 
?̇? Velocidade da massa 
{?̇?} Vetor de velocidade vertical 
?̇?𝑐𝑖 Velocidade vertical do conjunto da roda i 
?̇?𝑠𝑖 Velocidade do solo de rodagem 
?̇?𝑣 Velocidade vertical do CG do veículo 
?̈? Aceleração da massa 
{?̈?} Vetor de aceleração vertical 
?̈?𝑐𝑖 Aceleração vertical do conjunto da roda i 
?̈?𝑣 Aceleração vertical do CG do veículo 
 
 
Letras Gregas: 
 
∆𝑚 Acréscimo de massa 
∆𝑧 Deslocamento da haste do cilindro 
𝜙 Deslocamento angular em relação ao eixo X (ângulo de roll) 
?̇? Velocidade angular 
?̈? Aceleração angular 
𝜃 Deslocamento angular em relação ao eixo Y (ângulo de pitch) 
?̇? Velocidade angular 
?̈? Aceleração angular 
 
 
Siglas: 
 
A/D ou ADC Analogic Digital Converter 
BNC Bayonet Neil-Concelman 
CG Centro de Gravidade 
CONTRAN Conselho Nacional de Trânsito 
D/A ou DAC Digital Analogic Converter 
FEM Faculdade de Engenharia Mecânica 
GDL Graus de liberdade 
HIL, HILS, HITL, HLS, HWIL Hardware in the Loop 
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I/O Input/Output (Entrada/Saída) 
ISO International Organization for Standadization 
LVDT Linear Variable Differential Transformer 
NI National Instruments 
PID Proportional Integral Derivative Controller 
RTI Real time Interface 
RTW Real Time Workshop 
TVD Torsional Vibration Damper 
 
 
Outras Notações: 
 
𝑖 Subíndice, assume o valor 1 para frontal direita, 2 para frontal esquerda, 
3 para traseira direita e 4 para traseira esquerda. 
[ ]𝐻𝐼𝐿 Matriz para a condição Hardware in the Loop 
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1. INTRODUÇÃO 
 
 
A história oficial das suspensões veiculares começa próxima ao início do século VIII 
com as primeiras tentativas de uma suspensão com correntes de ferro numa carruagem real.  
Porém foi a partir do século XIX que as suspensões veiculares se desenvolveram e 
começaram a ser amplamente empregadas. 
Na indústria automobilística o sistema de suspensão tem alta relevância e complexidade, 
consequentemente tem elevado custo de desenvolvimento e testes. No cenário atual da 
indústria automobilística existe a necessidade de redução desse custo. Assim, a contenção de 
gastos pode vir de diversas maneiras, como otimização dos produtos e materiais, diminuição 
no tempo de desenvolvimento, ou em testes e simulações mais eficazes. 
A eficiência e desempenho de um sistema de suspensão pode ser avaliado de forma 
experimental utilizando um protótipo físico, mas também de forma teórica, com um modelo 
dinâmico. Com o auxílio do modelo dinâmico é possível a predição do desempenho de um 
sistema de suspensão, permitindo a otimização do sistema e redução dos custos. Porém, a 
criação de um modelo dinâmico que forneça resultados mais próximos possível da realidade 
sempre foi um grande desafio para os engenheiros e ainda hoje são necessárias validações e 
ajustes em protótipos antes que os veículos possam ser colocados em produção. 
A técnica de hardware in the loop (HIL) é bastante utilizada em sistemas que 
apresentam um modelamento matemático complexo. Alguns exemplos de sistemas onde o 
HIL é aplicado e apresenta bons resultados são as transmissões de automóveis, suspensões de 
veículos, módulos de controle de injeção de combustível, sistemas de frenagem, etc. 
Basicamente, o HIL é um procedimento no qual parte de um sistema conhecido é 
simulado numericamente (software) e outra parte, a qual constitui o objeto de estudo, é 
incorporada fisicamente (hardware). A parte em hardware é instrumentada com atuadores que 
introduzem as perturbações às quais o componente é submetido e com sensores que colhem as 
respostas necessárias para o software efetuar a simulação do comportamento do resto do 
sistema. (MENDES 2012) 
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Assim, essa é uma tecnologia que permite uma simulação mais rápida, mais econômica 
e mais confiável, uma vez que não são necessários testes completos em hardware, mas a 
parcela do sistema que está sendo avaliada está presente fisicamente. 
 
 
1.1. Objetivos 
 
 
Este trabalho tem como objetivo a aplicação da técnica hardware-in-the-loop em um 
modelo de veículo completo com sete graus de liberdade, onde as suspensões traseiras são o 
componente físico da simulação (hardware) e todo o resto do veículo é modelado 
matematicamente (software). Com o uso do HIL se procura avaliar comparativamente dois 
tipos de suspensão, uma original do veículo estudado e outra hidropneumática, sem a 
necessidade de efetuar a instalação desta última no carro. 
 
 
1.2. Estrutura do Trabalho 
 
 
Este trabalho está estruturado em 6 capítulos descritos a seguir. 
No capitulo 1 realiza-se uma breve introdução, é definido o objetivo deste trabalho e 
como ele será organizado.  
No capitulo 2, mostra-se uma revisão bibliográfica de suspensões e da simulação 
hardware-in-the-loop. 
Logo a seguir, no capitulo 3, é realizada a modelagem matemática de uma sistema 
massa-mola-amortecedor de 1 grau de liberdade no domínio discreto. É realizada também a 
modelagem matemática de um veículo com 7 graus de liberdade, e são mostrados os tipos de 
excitações que serão utilizados nas simulações. Além disso, é apresentado como se 
determinam as características de um sistema de suspensão hidropneumática, que 
posteriormente substituirá a suspensão convencional nos testes. 
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No capitulo 4 são apresentadas as ferramentas utilizadas para o desenvolvimento do 
projeto seguido das etapas de montagem da bancada e calibração. 
O capitulo 5 mostra as simulações utilizando a técnica HIL e os resultados 
experimentais. 
Por fim, o capitulo 6 apresenta as conclusões, discussões e sugestões para atividades 
futuras. 
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2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
 
 
2.1. Suspensões 
 
 
Os sistemas de suspensões veiculares têm como objetivos: reduzir os movimentos 
verticais transmitidos à carroceria (conforto), manter o contato entre o pneu e a via 
(segurança), melhorar a dirigibilidade e oferecer estabilidade nas curvas. Veículos necessitam 
de suspensões, pois embora algumas rodovias possam ser de ótima qualidade, estas ainda 
possuem irregularidades, e para veículos em alta velocidade a existência de pequenas 
ondulações podem ter efeitos significativos, podendo fazer com que ocorra perda de controle 
da direção. 
Um considerável esforço tem sido feito por pesquisadores no sentido de desenvolver 
suspensões veiculares cada vez mais eficientes. A maioria dos estudos deseja encontrar um 
ponto ótimo entre certas características que são necessárias para um bom desempenho 
dinâmico do veículo. Porém, algumas destas características, como os requisitos de conforto e 
segurança, são conflitantes em um mesmo sistema de suspensão, pois quando se otimiza uma 
dessas características a outra tem uma diminuição no seu desempenho. Por isso, para se 
determinar quais serão as características marcantes de uma suspensão veicular, um estudo de 
caso deve ser feito para estabelecer uma relação entre os requisitos de conforto e segurança, 
para que o sistema de suspensão então atenda as determinações de projeto da melhor forma 
possível. (BALDI, 2004). 
Para se projetar uma suspensão são utilizados critérios quantitativos calculados a partir 
de grandezas escalares. A aceleração do centro de massa do veículo é utilizada como 
indicador de conforto dos passageiros, devido à maior simplicidade nos cálculos e facilidade 
de leitura dos sensores. Já a força de contato entre as rodas do veículo e o solo é a grandeza 
mais utilizada para indicar a segurança. Esta força pode ser obtida a partir da aceleração 
vertical da roda do veículo através de um acelerômetro instalado no eixo. Desta forma, o 
projeto de uma suspensão automotiva é uma tarefa extremamente complexa, onde a escolha 
de um índice indicador do grau de otimização da suspensão e a escolha das grandezas que 
traduzem os conceitos de conforto e segurança constituem o ponto central da questão. 
(BALDI, 2004). 
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Uma unidade de suspensão é basicamente composta por molas e amortecedores, 
montados em paralelo. A mola é o primeiro componente a receber os impactos das 
irregularidades do solo, e esta tem a função de armazenar a energia potencial criada pelos 
movimentos oscilatórios do veículo. O valor da sua rigidez está diretamente relacionado à 
carga do veiculo. As molas podem ser classificadas pelo deslocamento a que são submetidas, 
em translacionais ou rotacionais, e por serem lineares e não lineares. As molas lineares 
obedecem a lei de Hooke, ou seja, apresentam deformação proporcional ao carregamento 
sofrido, o que não ocorre com as não lineares. Normalmente, molas com características não 
lineares são usadas no eixo traseiro de veículos, devido a estas suportarem maior variação de 
carga. Existem vários tipos de molas que podem ser usados em suspensões veiculares. Entre 
elas estão: barra de torção, feixe de molas, molas helicoidais, molas pneumática e molas 
hidropneumática. (REIMPELL et al., 2001); (BALDI, 2004); (PIVETA, 2012). 
A barra de torção consiste de uma barra, normalmente de aço, onde uma de suas 
extremidades é fixa e outra extremidade é solicitada torcionalmente devido ao deslocamento 
da roda. A vantagem do sistema de barra de torção é o pouco espaço perdido no veículo e a 
desvantagem é a existência de tensão aplicada em outra parte do chassi do veículo. 
(BALDI, 2004) 
O feixe de mola consiste de várias lâminas de aço temperado no formato de meia elipse, 
sobrepostas e presas todas juntas por meio de grampos “U”. O número de lâminas é menor 
nas extremidades da mola e maior no meio, uma vez que o maior momento ocorre nesta 
região. Esta mola é fixada diretamente no eixo do veículo e incorpora, normalmente, um 
amortecedor para atuar como absorvedor. A rigidez deste tipo de mola apresenta característica 
não linear quando esta é comprimida. Enquanto os feixes de mola são relativamente baratos e 
de simples fabricação, são também muito pesados, ocupam muito espaço e oferecem pouca 
rigidez lateral, resultando em baixa dirigibilidade e limitações no tamanho e forma dos 
veículos para sua instalação, ficando restrita a sua aplicação em caminhões e outros veículos 
de carga. (BALDI, 2004) 
As molas mais comuns usadas em suspensões veiculares são do tipo helicoidal por 
serem mais leves, mais compactas e proporcionarem melhor conforto quando comparadas ao 
feixe de mola. A rigidez de rolagem de veículos com molas helicoidais é geralmente menor 
do que veículos com feixe de molas Por isso para aumentar a rigidez de rolagem destas 
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suspensões deve-se usar barra estabilizadora. (REIMPELL et al., 2001); (BALDI, 2004); 
(PIVETA, 2012). 
O sistema de suspensão hidropneumática (combinação de gás e fluido hidráulico) é 
muito mais flexível que o sistema de suspensão convencional (utilizando molas de aço) e 
permite que as rodas do veículo respondam mais rapidamente às imperfeições da estrada de 
rodagem. A Citroën foi a pioneira na utilização de suspensão hidropneumática em modelos 
comerciais. Em 1955 lançou o modelo DS equipado com este tipo de suspensão, que ajustava 
automaticamente sua altura e podia se adaptar aos mais diferentes terrenos. (PIVETA, 2012). 
O sistema de suspensão hidropneumática possui o coeficiente de rigidez progressivo, ou 
seja, quanto mais comprimido ele é, mais rígido se torna. Isso resulta em uma suspensão 
extremamente macia em seu movimento inicial, mas que aumenta gradualmente sua rigidez 
com o aumento da compressão. Isso também garante que a rigidez da suspensão é 
continuamente adaptada à carga do veículo. Um carro que utiliza molas de aço pode ser 
projetado para ser confortável com poucos passageiros, porém ao se adicionar muita carga 
pode-se gerar desconforto, o que não ocorre com a suspensão hidropneumática. O sistema de 
auto nivelamento garante que o curso da suspensão seja sempre o mesmo, independente da 
carga. (CITROËN, 2012) 
A barra estabilizadora ou anti-rolagem é usada para reduzir o ângulo de rolagem em 
curvas e para fornecer estabilidade adicional ao veículo. Ela faz a ligação do eixo ao chassi, e 
age como uma mola de torção aumentando a rigidez de rolagem do veículo. Assim, as duas 
rodas de um mesmo eixo são interligadas por uma barra de torção. Elas podem ser 
encontradas nas formas U e Z, como mostrado na figura 2.1. As barras anti-rolagem em U 
proporcionam uma redução na inclinação da carroceria e um aumento da transferência de 
carga entre as rodas do mesmo eixo. Já as barras estabilizadoras em forma de Z, ao contrário, 
proporcionam um aumento na inclinação da carroceria e uma diminuição da transferência de 
carga entre as rodas de um mesmo eixo. O uso dessas barras tem importância relevante no 
comportamento em curvas, e é uma solução muito empregada pelos fabricantes de automóveis 
para atenuar tendências indesejáveis dos veículos quando estes trafegam em curvas. (LEAL et 
al., 2008); (JAZAR, 2008). 
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(a) (b) 
Figura 2.1 – (a) Barra anti-rolagem formato em U, (b) Barra estabilizadora formato em Z. 
(LEAL et al., 2008) 
 
Os amortecedores são utilizados nos sistemas de suspensões com o intuito de dissipar 
parte da energia criada pelos movimentos oscilatórios do veículo. De modo geral, em sistemas 
mecânicos, os principais mecanismos de amortecimento são: amortecimento interno (do 
material), amortecimento estrutural (nas juntas e interfaces) e amortecimento viscoso (através 
de interações fluido-estrutura). O amortecedor tradicional é basicamente uma bomba de óleo, 
onde conforme a suspensão se movimenta o fluido hidráulico é forçado pelo pistão a passar 
por orifícios, e assim causar perda de carga e diminuição das oscilações do veículo. Um 
veículo com um bom nível de amortecimento volta ao estado normal de tráfego rapidamente. 
Porém, um veículo sem amortecimento externo ficará oscilando para cima e para baixo por 
um período maior, o que causará desconforto e afetará a segurança dos passageiros. 
(REIMPELL et al., 2001); (PIVETA, 2012). 
Atualmente os sistemas de suspensões veiculares mais comuns usam amortecedores de 
tubo simples ou duplo, pressurizados ou não, como mostrados na figura 2.2. Existem também 
amortecedores eletroreológicos (ER) e os magneto reológicos (MR). Normalmente, estes 
últimos são utilizados em veículos de luxo. Ajustando o campo elétrico ou magnético, as 
propriedades dos líquidos ER ou MR são alterados, controlando assim a força de 
amortecimento, não sendo mais regidos unicamente pela velocidade de extensão ou 
compressão. (PIVETA, 2012) (FREITAS, 2006) 
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(a) (b) 
Figura 2.2 – Amortecedores (a) tubo simples, (b) tubo duplo (FREITAS, 2006) 
 
As suspensões também podem ser classificadas quanto à forma como são conectadas as 
rodas com a carroceria do veículo, podendo ser chamadas de suspensão dependente, 
suspensão independente ou suspensão semi-independente. 
A maneira mais simples para conectar um par de rodas num veículo seria montá-los nas 
extremidades opostas de um eixo rígido como na figura 2.3. Este eixo rígido deve estar fixo à 
carroceria na condição que os movimentos de translação no eixo z, assim como o movimento 
de rotação no eixo x sejam possíveis. Entretanto não são permitidos os movimentos de 
translação lateral e longitudinal, além de não permitir rotação no eixo z. Este tipo de 
montagem, onde existe uma conexão rígida entre as rodas direita e esquerda, é chamada de 
suspensão dependente. (REIMPELL et al. 2001). 
 
Figura 2.3 – Eixo rígido. (REIMPELL et al., 2001). 
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A suspensão independente foi introduzida para permitir o movimento de uma roda pra 
cima ou para baixo sem afetar a roda oposta. Existem muitas formas e desenhos de 
suspensões independentes. No entanto, duplo braço A e a suspensão “McPherson” são as 
suspensões com a maior utilização na indústria. A figura 2.4 mostra a suspensão independente 
tipo duplo braço A. 
 
Figura 2.4 – Suspensão independente tipo braço duplo A.(REIMPELL et al., 2001) 
 
A suspensão do tipo “McPherson”, que esta representada na figura 2.5, é um 
desenvolvimento da suspensão braço duplo A, onde a ligação transversal superior é 
substituída por um pivô no painel da carroceria.  
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Figura 2.5 – Suspensão independente “McPherson” (REIMPELL et al., 2001) 
 
Nos eixos traseiros também pode se utilizar tanto suspensões do tipo rígido como do 
tipo independente. A versão mais simples para suspensão traseira seguindo o mesmo princípio 
aplicado no eixo dianteiro seria conectar as duas rodas através de um eixo rígido. Como 
exemplos podem ser citados os modelos “Hotchkiss”, “quatro barras” e “DeDion”. A figura 
2.6 mostra a suspensão tipo quatro barras. 
 
Figura 2.6 – Suspensão traseira do tipo “Quatro barras’. (GILLESPIE, 1992) 
 
No caso de suspensões independentes no eixo traseiro, pode se utilizar além das versões 
de suspensão braço duplo A e “McPherson”, suspensões com braços longitudinais “Trailing 
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Arms” ou “Semi-trailing Arms”, como apresentado na figura 2.7. Dentre os tipos mais 
importantes ainda existe a suspensão “Multi-link”, que consiste de pelo menos um “Trailing 
Arm” em cada lado. Neste tipo de suspensão são utilizados até cinco ligações para controlar 
as forças da roda e o torque dependendo da geometria, cinemática, elastocinemática e força 
aplicada no eixo, como mostra a figura 2.8. 
 
Figura 2.7 – Suspensão traseira independente (a) “Trailing Arms” (b) “Semi-trailing Arms”. 
(REIMPELL, 2001) 
 
 
Figura 2.8 – Suspensão traseira independente “Multi-link”. (REIMPELL, 2001) 
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As suspensões do tipo semi-independente ou “Twist beam” podem ser descrita a partir 
dos anos 70 como o novo design para eixos traseiros, e ainda hoje utilizada na maioria dos 
veículos pequenos e médios com tração no eixo dianteiro. Esta suspensão consiste 
basicamente de dois braços longitudinais que estão soldados através de um perfil de torção. 
Esta suspensão possui características de suspensão do tipo rígida em movimentos paralelos e 
características de suspensão independente para movimentos alternados. (REIMPELL et al. 
2001). A figura 2.9 mostra a suspensão independente tipo “Twist beam”. 
 
Figura 2.9 – Suspensão Semi-independente “Twist beam”. (REIMPELL, 2001) 
 
No que diz respeito ao controle, existem três tipos básicos de suspensões automotivas: 
suspensões passivas, semi-ativas e ativas. Estas podem possuir diferentes configurações 
dependendo do tipo de aplicação e tecnologia empregadas. A suspensão passiva consiste de 
componentes convencionais que são capazes de armazenar energia (mola) e dissipá-la 
(amortecedor). Nenhuma energia externa é diretamente fornecida ao sistema. Seus 
parâmetros, geralmente fixos, são escolhidos para atender o compromisso entre conforto e 
dirigibilidade. São muito usados devido à sua relativa simplicidade, confiabilidade, menores 
custos envolvidos e por não necessitar de fonte de energia. Porém, do ponto de vista de 
conforto veicular, seu desempenho se mostra teoricamente inferior ao obtido com 
controladores ativos e semi-ativos. No sistema semi-ativo só pode haver alterações da 
dissipação de energia (controle do amortecimento), ou seja, o atuador só pode fornecer uma 
força de controle em sentido contrário ao deslocamento relativo entre a massa do veículo e as 
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rodas. Além desta restrição de dissipação de energia, este sistema também obedece à restrição 
dos limites máximo e mínimo dos fatores de amortecimento. Suspensões semi-ativas reúnem 
vantagens das suspensões passivas e ativas. Teoricamente, apresentam conforto similar aos 
sistemas completamente ativos, porém com menor peso do sistema de controle, menor 
demanda de energia, baixo custo de instalação e manutenção. O sistema ativo tem a 
capacidade de armazenar, dissipar e introduzir energia no sistema, permitindo assim variar 
seus parâmetros conforme necessário. (PICADO, 1998); (BALDI, 2004); (MOTTA, 2005). 
No trabalho de ELS e GROBBELAAR (1999) foi estudado o efeito da mudança de 
temperatura sobre as características da mola de sistemas de suspensão hidropneumática. 
Através de experimentos foi concluído que a principal causa de efeitos de temperatura em 
sistemas de suspensão hidropneumática é o calor gerado pelo amortecimento. Sendo que essa 
geração de calor é fortemente influenciada pela rugosidade do terreno, velocidade do veículo 
e os níveis de amortecimento. 
FÉLEZ e VERA (1987) estudaram três tipos diferentes de esquemas de suspensão 
hidropneumática usadas em guindastes. Esses veículos, quando estão em operação, sofrem 
grandes esforços e atingem valores de carga por roda próximo ao limite permitido. Com o 
objetivo de evitar o fenômeno de sobrecarga por eixo, foi aconselhável a substituição das 
suspensões convencionais por suspensões hidropneumáticas. 
Na dissertação de BALDI (2004) foi desenvolvido um modelo de suspensão 
hidropneumática robusta e com baixo custo para carretas de pulverizadores agrícolas. Neste 
caso, um sistema de suspensão convencional (rigidez constante) não atenderia as necessidades 
requeridas pelo produto, pois como este equipamento sofre grande variação no carregamento, 
seria necessário um controle de altura para manter a eficiência de pulverização constante, 
portanto a suspensão hidropneumática foi escolhida. 
PIVETA (2012) analisou o efeito da variabilidade simultânea de determinados 
parâmetros no desempenho de uma suspensão convencional e uma suspensão 
hidropneumática.  Suas simulações mostraram uma influência significativa no comportamento 
dos parâmetros analisados devido à variação dos parâmetros de entrada. Concluindo que é 
aconselhável se levar em consideração a variabilidade dos parâmetros na realização de 
projetos mais exigentes em relação à confiabilidade. 
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BAUER (2011) compara as características de mola de suspensões mecânicas, 
pneumáticas e hidropneumáticas. Para efetuar essa comparação é estabelecido que as três 
suspensões possuem a mesma rigidez para um ponto escolhido em projeto com sua respectiva 
carga. Desta forma, elas terão características comparáveis para este ponto. Enquanto a rigidez 
da mola mecânica é constante durante todo o curso (assumindo uma mola linear) ambos os 
sistemas com suspensão a gás são progressivas (não lineares). Embora estas últimas possuem 
curvas progressivas, indicando variação na rigidez da mola com a alteração da carga, elas 
possuem diferenças quanto ao projeto. 
 
 
2.2. Hardware-in-the-loop 
 
 
A simulação Hardware-in-the-loop (HIL) é uma técnica que pode ser considerada 
recente. Começou a aparecer nos textos científicos de engenharia ao final da década dos anos 
80 e foi sendo ainda mais conhecida e utilizada na década dos anos 90, graças ao 
desenvolvimento de sistemas computacionais que possuem capacidade de processar grande 
quantidade de informação em um intervalo de tempo muito pequeno. Na literatura a 
simulação Hardware-in-the-loop também pode aparecer sendo chamada como Real Time 
Control Application ou como variações nos acrônimos HWIL, HITL, HILS, HLS. 
LINS (2007) afirma que as técnicas de simulação em tempo real oferecem benefícios 
significativos para minimizar as dificuldades associadas com as fases de integração de 
hardware e software de um processo de desenvolvimento de um sistema mecatrônico. 
Usualmente, existem três abordagens básicas aplicadas. Estas podem ser distinguidas como: 
1.  Rapid Control Prototyping: a planta do sistema é utilizada no experimento e o 
hardware dedicado de controle é substituído por um modelo simulado do controlador 
executado em um computador de propósito geral. Esta abordagem é utilizada 
principalmente quando se deseja testar algoritmos de controle diretamente na planta 
física. 
2. Software-in-the-loop: A planta do sistema e sua estrutura de controle são simuladas em 
tempo real. Esta abordagem pode ser requerida quando o hardware não está disponível 
ou o gasto com ele não é viável. 
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3. Hardware-in-the-loop: O hardware dedicado de controle e parte da planta que se 
deseja testar é utilizado no experimento e a outra parte da planta é substituída por um 
modelo de simulação em tempo real. É análogo a dizer que uma parte do sistema, 
conhecida, é simulada numericamente (software) e outra parte, aquela que constitui o 
objeto real de estudo, é incorporada fisicamente (hardware). Esta abordagem é clássica 
em teste e análises de comportamento e desempenho de sistemas dedicados de 
controle. 
Visto essas abordagens, este trabalho irá focar na simulação Hardware-in-the-loop. De 
acordo com a definição de CRAVOTTA (2005) HIL é uma técnica que combina e conecta 
componentes reais e virtuais em uma configuração operacional para simular e testar o 
comportamento dinâmico de sistemas complexos. 
Um sistema HIL é composto tipicamente dos seguintes componentes mostrados na 
figura 2.10. 
1. Componente físico: Elemento do ambiente real que interage através dos sensores e 
atuadores com o modelo simulado. 
2. Atuadores e Sensores: Componentes que têm a função de medir ou entregar algum 
sinal do processo, com a característica de necessitar de um condicionamento de sinais. 
3. Simulador em tempo real: Composto por um sistema de aquisição de sinais (placa) e 
uma unidade de controle, que processa os sinais e comunica a interface gráfica com o 
sistema de aquisição. 
4. Interface Homem-Máquina: É o modo de visualizar através de uma interface gráfica, os 
diferentes sinais do processo, e assim interagir com mudança dos parâmetros e 
características em tempo real. 
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Figura 2.10 – Componentes do HIL  
 
PASSOS (2008) descreve as vantagens de se utilizar a técnica hardware-in-the-loop, 
entre elas a possibilidade de desenvolver produtos com melhor produtividade, custos de 
desenvolvimentos reduzidos e melhor qualidade. Também apresentam a vantagem de 
melhorar a interação entre modelos simulados e protótipos físicos, que possibilitam um estudo 
do comportamento global do sistema, e por fim a vantagem de detectar e antecipar possíveis 
falhas no projeto antes que o produto seja industrializado. Os recursos computacionais 
necessários para utilização dessa técnica podem ser apontados como desvantagem, tendo em 
vista que exige recursos sofisticados. 
A simulação HIL pode ser aplicada a diversos sistemas e vem sendo utilizada em 
diversos segmentos de atuação como a indústria aeroespacial, química, de produção, da 
robótica e também sendo amplamente aplicada na indústria automobilística pelo fato de ser 
um segmento de mercado bastante competitivo. A seguir serão apresentados alguns trabalhos 
e estudos que aplicaram essa técnica. 
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Atualmente existem várias empresas que oferecem soluções que realizam hardware-in-
the-loop (HIL), como por exemplo: dSPACE®, National Instruments® (NI), Altera® e Opal-
RT® que desenvolvem softwares e hardwares dedicados. 
PETIT SUÁRES et al. (2011) avaliaram o desempenho de um algoritmo através de 
simulações em Matlab/Simulink e através de sua implementação em tempo real em uma placa 
de aquisição dSPACE 1104. Seu algoritmo foi desenvolvido para medição de parâmetros que 
afetam a qualidade da energia elétrica com objetivo de diagnosticar e compensar perturbações 
presentes nos sinais de tensão e corrente. 
Já BORGES (2002) utilizou como solução o software Labview, desenvolvido pela 
National Intruments®, para avaliar os resultados obtidos de um sistema flexível de 
monitoração e controle de ensaios experimentais através de uma rede de computadores, sendo 
possível o desenvolvimento de um laboratório virtual multiusuário com acesso via Internet em 
tempo real. 
GREGA (1999) descreve em seu trabalho os conceitos básicos do sistema hardware-in-
the-loop (HIL). O método HIL consiste em utilizar um modelo de simulação do processo, que 
representa a parte virtual do sistema, e a parte física real (hardware), da qual geralmente é 
difícil se obter dados para a criação de um modelo matemático ou se têm poucas informações 
do seu comportamento dinâmico. De maneira prática, o modelo de simulação é carregado 
num controlador alvo, que através de conversores digital/analógico, envia sinais de tensão 
elétrica para a parte física fazendo com que os atuadores acionem o hardware. As respostas 
são medidas e esses dados são transferidos via conversores analógico/digital, de volta para o 
ambiente do software de simulação para que estes sejam processados e analisados. 
Ainda no trabalho de GREGA (1999) são apresentados alguns recursos de software e 
hardware que geralmente são utilizados para o desenvolvimento da técnica HIL e ao final é 
realizado um estudo de caso que apresenta a sintonização de um controlador para um sistema 
de ventilação. Como conclusões, são apresentados os benefícios de utilizar a técnica de 
hardware-in-the-loop, mostrando que o baixo custo reflete em uma tendência da indústria em 
utiliza-la, além de ser possível o pesquisador verificar experimentalmente resultados de 
problemas teóricos de solução complexa. 
SHIAKOLAS et al. (2003), mostra um estudo do desenvolvimento de um sistema de 
controle em tempo real com HIL. Nesse caso foi proposto um sistema de controle para 
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equipamentos de levitação magnética (Maglev). O HIL foi escolhido como ferramenta pra 
estudar o Maglev devido à sua natureza não linear, instável em malha aberta e variante no 
tempo. O ambiente de tempo real é implementado utilizando ferramentas da MathWorks, 
entre elas o Matlab/Simulink e as toolboxes Real Time Workshop (RTW) e xPC target, uma 
placa de aquisição de dados da National Instruments, e o compilador Visual C++ da 
Microsoft. A utilização da técnica hardware-in-the-loop foi escolhida por permitir a 
comparação entre sistemas real e simulado. 
MENDES (2012) apresentou a aplicação da simulação HIL a sistemas mecânicos não 
lineares. Em seu trabalho foi testado um par de engrenagens visando anular a folga entre os 
dentes reduzindo o ruído de rattle e também foi avaliado o comportamento dinâmico de um 
absorvedor dinâmico de vibrações torcionais do tipo elastomérico (TVD) aplicados em 
motores de combustão interna. Com os resultados obtidos em seus testes é possível afirmar 
que a utilização da metodologia HIL é vantajosa nas simulações de componentes que possuem 
características de funcionamento complexas para serem modeladas matematicamente, ou 
reproduzida em condições normais de operação dos equipamentos. 
CARILLO (2012) pesquisou sobre o atraso que se apresenta entre as respostas de 
sistemas modelados matematicamente e sistemas onde se tem aplicado a técnica HIL e propôs 
duas estratégias para solucionar o problema do atraso (delay) no sinal de resposta dos 
sistemas HIL em tempo real. A primeira proposta foi mudar a sequência de execução segundo 
uma prioridade desejada, e a segunda proposta foi trabalhar com duas taxas de amostragem no 
sistema, uma delas dez vezes mais rápida que a outra. Após eliminar o atraso nos sinais foi 
possível obter respostas corretas sem a necessidade de se acrescentar no modelo um atraso 
como foi observado em trabalhos anteriores, mudando com isso as características dinâmicas.  
LINS (2007) aplicou a técnica HIL como ferramenta de suporte no desenvolvimento de 
uma mão artificial robótica. É realizada uma abordagem chamada HIL hibrida, onde é testada 
e analisada a dinâmica acoplada entre um atuador físico e um modelo simulado em tempo real 
de um dos dedos da mão artificial. Com os resultados obtidos o autor finaliza explicando as 
vantagens do uso da técnica HIL como a verificação do sistema em tempo real, a interação 
entre os modelos simulados em tempo real e os protótipos físicos na execução de tarefas e 
testes, a diminuição do risco de desenvolvimento relacionado à utilização de diferentes tipos 
de tecnologia, a criação de uma estrutura para concepção de novos algoritmos de maneira 
mais ágil e direta, e a diminuição dos custos de projeto. 
38 
 
DA SILVA (2008) realizou um trabalho aplicando a simulação HIL em veículos 
submarinos semiautônomos. Essa técnica foi escolhida pois a utilização de modelagem e 
simulação apresentam medidas de custo efetivo para o desenvolvimento de componentes 
preliminares do sistema (software e hardware), além da verificação e testes relacionados à 
execução de missões realizadas por veículos submarinos, reduzindo a ocorrência de potenciais 
falhas. De modo geral o uso da simulação HIL diminui gastos e quantidade de iterações para a 
fabricação de maquinário e suas partes, além de tornar o desenvolvimento mais eficiente. 
No segmento automotivo HAGIWARA et al. (2002), desenvolveram um controle de 
transmissão automática utilizando a simulação HIL. O modelo para simular as características 
de mudança da transmissão automática contém um modelo do motor, modelo do conversor de 
torque, modelo da transferência de torque do eixo paralelo, modelo da pressão hidráulica e 
modelo do veículo. O componente real do sistema HIL é uma unidade de controle eletrônico 
para controle da transmissão automática. A utilização da simulação HIL neste caso permite 
simulação em tempo real da mudança automática de transmissão mantendo a precisão de 
cálculo necessária, e eliminando a necessidade de um teste completo com um veículo real. 
Também no segmento automotivo SAHIN et al. (2010) propôs um novo sistema de 
suspensão ativa hibrida onde um atuador hidro-eletromecânico é desenvolvido para reduzir a 
inércia efetiva ao longo do eixo de movimento da suspensão e o desempenho desse sistema é 
avaliado através de uma simulação HIL. No ambiente de software, a dinâmica do sistema de 
suspensão hibrida e a lei de controle da suspensão foram simulados em tempo real utilizando 
uma placa dSPACE. Os resultados da simulação HIL mostram a regeneração de energia e a 
capacidade de supressão de vibrações do sistema proposto. 
No trabalho elaborado por BATTERBEE et al. (2006) foi implementada a simulação 
HIL em amortecedores magneto reológico para sistemas de suspensões veiculares. Nas 
simulações o amortecedor semi-ativo magneto reológico é o componente físico do sistema 
HIL, enquanto a dinâmica do veículo é simulada em tempo real. Nos testes experimentais, 
uma complicação surge devido à presença da dinâmica do atuador, o deslocamento real do 
amortecedor esta 6 ms atrasado em relação ao deslocamento desejado. Porém esse atraso é 
significante apenas em altas frequências. Em baixas frequências as respostas foram aceitáveis, 
mostrando que mesmo assim o HIL é um método valido para este estudo. 
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MISSELHORN et al. (2006) também estudou o uso do HIL no desenvolvimento de 
suspensões. A utilização da técnica hardware-in-the-loop foi identificada como método de 
teste para o desenvolvimento de um sistema de suspensão semi-ativa por ser simples, rápido 
de implementar e pelo seu custo efetivo. Além destes motivos, métodos tradicionais de testes 
e simulações em sistemas de suspensão têm alguns inconvenientes como, por exemplo, as 
simulações preliminares no software empregam modelos relativamente imprecisos para molas 
e amortecedores do sistema, ser difícil de incluir fenômenos como o atrito no ambiente de 
software, modelos com muitos parâmetros demandam um tempo computacional elevado, a 
histerese do amortecedor é difícil de ser modelada e as configurações de testes representativos 
exigem um alto investimento de dinheiro e tempo. 
Ainda no trabalho de MISSELHORN et al. (2006), é dito que para a realização de um 
teste típico em suspensão utilizando a simulação HIL, é preciso que a unidade de suspensão 
em questão seja montada sobre uma máquina hidrodinâmica de deslocamento controlado, e 
também que os parâmetros relevantes que influenciam a dinâmica do veículo sejam 
implementado em um modelo matemático. Com isso diversos testes foram realizados e foi 
mostrado que a simulação HIL apresenta vantagens ao se comparar com testes convencionais, 
porém a dinâmica do atuador e os atrasos nos sinais exigem mais atenção. De modo geral os 
resultados indicam que a simulação HIL é de fato um método de teste adequado para o 
desenvolvimento de suspensões veiculares. 
 
 
2.3. Proposta deste Trabalho 
 
 
Esse trabalho tem como proposta aplicar a simulação HIL para analisar o 
comportamento dinâmico de um veículo completo onde as duas suspensões traseiras são os 
componentes físicos do sistema e todo o resto do veículo é simulado. Com o uso do HIL 
procura-se avaliar comparativamente dois tipos de suspensão, um sistema de suspensões 
convencionais e um sistema de suspensões hidropneumáticas.  
Na revisão bibliográfica efetuada foram encontrados alguns trabalhos que estudaram o 
uso da simulação hardware in the loop no desenvolvimento de suspensões, porém apenas em 
modelos de um quarto de veículo ou meio veículo, sendo utilizado como componente de 
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hardware somente um mola helicoidal, ou um conjunto mola-amortecedor convencional. 
Assim o diferencial deste trabalho é utilizar a simulação HIL para avaliar comparativamente 
dois tipos de suspensão, uma convencional e outra hidropneumática, sendo que para isso será 
usado um modelo de veículo completo (7 GDL), onde as duas suspensões traseiras são os 
componentes de hardware da simulação. 
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3. MODELAGEM TEÓRICA 
 
 
3.1. Modelagem matemática de um sistema massa-mola-amortecedor 
 
 
Para iniciar os estudos da técnica HIL, analisou-se primeiramente um sistema simples 
massa-mola-amortecedor. Com esse sistema é mais fácil compreender e familiarizar-se com a 
técnica HIL e com as simulações, além de ser mais simples fazer as calibrações e adaptações 
necessárias. 
Foi analisado um sistema massa-mola-amortecedor com um grau de liberdade 
(deslocamento z) conforme ilustrado na figura 3.1. 
 
Figura 3.1 - Modelo massa-mola-amortecedor. 
 
Levando-se em conta que o sistema está referenciado a partir da posição de equilíbrio 
estático, este modelo massa-mola-amortecedor pode ser descrito através da equação 
diferencial (3.1). 
𝑚?̈? + 𝑐?̇? + 𝑘𝑧 = 𝐹                                                           (3.1) 
Adotando como variáveis de estado o deslocamento 𝑧 e sua velocidade ?̇?, o sistema de 
segunda ordem é reduzido a um sistema de primeira ordem através do método de variáveis de 
estado. A equação de estado em tempo contínuo e invariante no tempo é dada pelo sistema 
abaixo: 
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?̇? = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢                                                                (3.2) 
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢                                                                (3.3) 
Onde 𝑥 = {
 𝑧 
 𝑧 ̇
} e as matrizes A, B, C e D são: 
𝐴 = [
0 1
−𝑘/𝑚 −𝑐/𝑚
]                                                       (3.4) 
𝐵 = [
0
1/𝑚
]                                                                 (3.5) 
𝐶 = [
1 0
0 1
]                                                                (3.6) 
𝐷 = [0]                                                                     (3.7) 
A entrada u do sistema é dada portanto pela força de excitação do sistema. 
𝑢 = 𝐹                                                                      (3.8) 
 
 
3.2. Modelo virtual HIL massa, mola física e amortecedor físico de 1GDL 
discreto. 
 
 
Para a aplicação da técnica HIL em um sistema massa-mola-amortecedor, a mola e o 
amortecedor foram substituídos pelo subsistema físico e representado pelo sinal de força 
𝐹𝑚𝑜𝑙𝑎 e 𝐹𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡 adquiridos através da célula de carga do atuador hidráulico. Dessa forma a 
mola e o amortecedor constituem a parte física (hardware) e a massa constitui a parte virtual 
(software), conforme figura 3.2. 
 
Figura 3.2 – Diagrama de corpo livre modelo massa-mola-amortecedor. 
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O modelo da figura 3.2 pode ser descrito a partir da equação diferencial (3.9): 
𝑚?̈? = 𝐹 − 𝐹𝑚𝑜𝑙𝑎 − 𝐹𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡                                                    (3.9) 
Adotando como variáveis de estado o deslocamento 𝑧 e sua velocidade ?̇?, o sistema de 
segunda ordem é reduzido a um sistema de primeira ordem através do método de variáveis de 
estado. A equação de estado em tempo contínuo e invariante no tempo é dada pelo sistema 
abaixo: 
?̇? = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢                                                             (3.10) 
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢                                                             (3.11) 
Onde 𝑥 = {
 𝑧 
 𝑧 ̇
} e as matrizes A, B, C e D são: 
𝐴 = [
0 1
0 0
]                                                              (3.12) 
𝐵 = [
0
1/𝑚
]                                                               (3.13) 
𝐶 = [
1 0
0 1
]                                                              (3.14) 
𝐷 = [0]                                                                   (3.15) 
A entrada u do sistema é dada portando pela força de excitação do sistema. 
𝑢 = 𝐹 − 𝐹𝑚𝑜𝑙𝑎 − 𝐹𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡                                                   (3.16) 
Discretizando o sistema utilizando uma taxa de amostragem Ts, obtém-se as matrizes 
Ad, Bd, Cd, Dd do sistema equivalente no espaço discreto, resultando na equação abaixo: 
𝑥(𝑛 + 1) = 𝐴𝑑𝑥(𝑛) + 𝐵𝑑𝑢(𝑛)                                             (3.17) 
𝑦(𝑛) = 𝐶𝑑𝑥(𝑛) + 𝐷𝑑𝑢(𝑛)                                                 (3.18) 
Em Simulink esse modelo fica representado conforme a figura 3.3 e será denominado 
como modelo simulado do HIL. 
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Figura 3.3- Modelo HIL simulado de 1gdl. 
 
Adotando a proposta de solução do atraso de CARRILLO (2012), que observou que 
seria possível realizar alterações na sequência de cálculo para que o sistema HIL simulado 
com atraso pudesse fornecer os mesmos resultados que os obtidos com o sistema HIL 
simulado sem atraso, mas considerando o sinal da força da mola e do amortecedor com um 
tempo de integração atrasado. Com isso CARRILLO (2012) apresentou um modelo 
esquemático em Simulink (figura 3.4), com a sequência de equações alteradas a fim de 
corrigir o delay. 
 
Figura 3.4 – Modelo corrigido do HIL simulado 1gdl 
 
A partir deste modelo HIL simulado mostrado na figura 3.4 será montado o modelo HIL 
real, porém antes é preciso fazer algumas considerações quanto às ferramentas utilizadas na 
simulação HIL, a montagem da bancada de testes e calibração do deslocamento e da força, 
que serão apresentadas na seção 4.1 e 4.2. 
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CARRILLO (2012) chegou nesse modelo da figura 3.4 para corrigir o delay, pois 
analisou a sequência de cálculo do HIL. A figura 3.5 representa a sequência de tarefas do HIL 
simulado. Nele têm-se os dados correspondentes à entrada u(k), deslocamento y(k) e o vetor 
de estados x(k). Pode-se ver na parte inferior a sequência de tarefas executadas em cada 
intervalo de tempo (k) em tempo real e na parte superior os resultados dos sinais obtidos. 
 
Figura 3.5 – Diagrama da sequência de tarefas de um modelo HIL simulado 
(CARRILLO, 2012). 
Desta sequência, nota-se que no instante k, a força u(k) é calculada em função do valor 
da força da mola no instante (k-1), ou seja, Fs(k-1), cujo valor também é calculado no instante 
k. 
Porém, sabe-se que sistemas reais não são ideais, e existe um tempo de estabilização do 
sinal. Desta forma, o sistema de atuação não responde instantaneamente com o valor de 
Fs(k-1) para o valor de u(k) ser corretamente calculado. Ao invés disso a força u(k) é obtida 
com o valor atrasado da força da mola, ou seja, Fs(k-2), como ilustrado no diagrama da figura 
3.6. 
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Figura 3.6 – Diagrama da sequência de tarefas de um modelo HIL real (CARRILLO, 2012). 
 
A partir destas analises, CARRILLO (2012) propôs o modelo para a correção do atraso 
(figura 3.4) que será utilizado neste trabalho. 
 
 
3.3. Modelagem Matemática de um veículo completo 
 
 
Após a modelagem do sistema teste (1 GDL), prosseguiu-se para um sistema de veículo 
completo composto de sete graus de liberdade. 
Esse modelo segue o sistema de coordenadas conforme norma ISO 4130, como 
mostrado na figura 3.7. Os GDL do modelo são: 4 para os conjuntos independentes das rodas 
(𝑧𝑐), 1 GDL para o movimento vertical do centro de gravidade (CG) do veículo (𝑧𝑣), outro 
referente ao ângulo de rolagem (roll) do chassi em torno do eixo X (𝜙), e por último 1 GDL 
para o ângulo de arfagem (pitch) que ocorre em torno do eixo Y (𝜃). Na mesma figura pode-
se notar também o uso das barras estabilizadoras dianteira e traseira. Os pneus são 
representados por molas e amortecedores. 
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Figura 3.7– Modelo de um veiculo completo (JAZAR, 2008). 
 
As condições e hipóteses simplificadoras consideradas neste modelo são: 
 Não é considerada a flexibilidade do chassi, ou seja, a massa suspensa é rígida; 
 São considerados somente os movimentos verticais; 
 Não são consideradas as não linearidades geométricas devido aos 
deslocamentos angulares do veículo; 
Para encontrar a equação do movimento utilizou-se o método de Lagrange descrito pela 
equação (3.19), conforme em JAZAR (2008). 
𝑑
𝑑𝑡
(
𝜕𝑇
𝜕?̇?𝑖
) −
𝜕𝑇
𝜕𝑞𝑖
+
𝜕𝐷
𝜕?̇?𝑖
+
𝜕𝑉
𝜕𝑞𝑖
= 𝑄𝑖                                           (3.19) 
onde, 𝑇 é a energia cinética, 𝑉 a energia potencial, 𝐷 a função de dissipação, 𝑄𝑖 representa as 
forças generalizadas e 𝑞𝑖 as coordenadas generalizadas. 
Assim a energia cinética do sistema é: 
𝑇 =
1
2
𝑚𝑐1?̇?𝑐1
2 +
1
2
𝑚𝑐2?̇?𝑐2
2 +
1
2
𝑚𝑐3?̇?𝑐3
2 +
1
2
𝑚𝑐4?̇?𝑐4
2 +
1
2
𝑀𝑡𝑣?̇?𝑣
2 +
1
2
𝐽𝑥?̇?
2 +
1
2
𝐽𝑦?̇?
2  (3.20) 
A energia potencial do sistema é: 
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𝑉 =
1
2
𝑘𝑠1(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐1 − 𝑌𝑑𝜙 − 𝑋𝑓𝜃)
2
+
1
2
𝑘𝑠2(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐2 + 𝑌𝑒𝜙 − 𝑋𝑓𝜃)
2
+
1
2
𝑘𝑠3(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐3 − 𝑌𝑑𝜙 + 𝑋𝑡𝜃)
2 +
1
2
𝑘𝑠4(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐4 + 𝑌𝑒𝜙 + 𝑋𝑡𝜃)
2
+
1
2
𝑘𝑏𝑓 (𝜙 −
𝑧𝑐2 − 𝑧𝑐1
𝐿𝑦
)
2
+
1
2
𝑘𝑏𝑡 (𝜙 −
𝑧𝑐4 − 𝑧𝑐3
𝐿𝑦
)
2
+
1
2
𝑘𝑝1(𝑧𝑐1 − 𝑧𝑠1)
2
+
1
2
𝑘𝑝2(𝑧𝑐2 − 𝑧𝑠2)
2 +
1
2
𝑘𝑝3(𝑧𝑐3 − 𝑧𝑠3)
2 +
1
2
𝑘𝑝4(𝑧𝑐4 − 𝑧𝑠4)
2                   (3.21) 
E a função de dissipação é: 
𝐷 =
1
2
𝑐𝑠1(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐1 − 𝑌𝑑?̇? − 𝑋𝑓?̇?)
2
+
1
2
𝑐𝑠2(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐2 + 𝑌𝑒?̇? − 𝑋𝑓?̇?)
2
+
1
2
𝑐𝑠3(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐3 − 𝑌𝑑?̇? + 𝑋𝑡?̇?)
2
+
1
2
𝑐𝑠4(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐4 + 𝑌𝑒?̇? + 𝑋𝑡?̇?)
2
+
1
2
𝑐𝑝1(?̇?𝑐1 − ?̇?𝑠1)
2 +
1
2
𝑐𝑝2(?̇?𝑐2 − ?̇?𝑠2)
2 +
1
2
𝑐𝑝3(?̇?𝑐3 − ?̇?𝑠3)
2  
+
1
2
𝑐𝑝4(?̇?𝑐4 − ?̇?𝑠4)
2                                                                                               (3.22) 
Aplicando o método de Lagrage é possível encontrar as equações do movimento, que 
são as seguintes: 
𝑚𝑐1?̈?𝑐1 − 𝑐𝑠1(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐1 − 𝑌𝑑?̇? − 𝑋𝑓?̇?) + 𝑐𝑝1(?̇?𝑐1 − ?̇?𝑠1) − 𝑘𝑠1(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐1 − 𝑌𝑑𝜙 − 𝑋𝑓𝜃)
+
𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦
(𝜙 −
𝑧𝑐2 − 𝑧𝑐1
𝐿𝑦
) + 𝑘𝑝1(𝑧𝑐1 − 𝑧𝑠1) = 0                                                (3.23) 
𝑚𝑐2?̈?𝑐2 − 𝑐𝑠2(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐2 + 𝑌𝑒?̇? − 𝑋𝑓?̇?) + 𝑐𝑝2(?̇?𝑐2 − ?̇?𝑠2) − 𝑘𝑠2(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐2 + 𝑌𝑒𝜙 − 𝑋𝑓𝜃)
−
𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦
(𝜙 −
𝑧𝑐2 − 𝑧𝑐1
𝐿𝑦
) + 𝑘𝑝2(𝑧𝑐2 − 𝑧𝑠2) = 0                                                (3.24) 
𝑚𝑐3?̈?𝑐3 − 𝑐𝑠3(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐3 − 𝑌𝑑?̇? + 𝑋𝑡?̇?) + 𝑐𝑝3(?̇?𝑐3 − ?̇?𝑠3) − 𝑘𝑠3(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐3 − 𝑌𝑑𝜙 + 𝑋𝑡𝜃)
+
𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦
(𝜙 −
𝑧𝑐4 − 𝑧𝑐3
𝐿𝑦
) + 𝑘𝑝3(𝑧𝑐3 − 𝑧𝑠3) = 0                                                 (3.25) 
𝑚𝑐4?̈?𝑐4 − 𝑐𝑠4(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐4 + 𝑌𝑒?̇? + 𝑋𝑡?̇?) + 𝑐𝑝4(?̇?𝑐4 − ?̇?𝑠4) + 𝑘𝑠4(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐4 + 𝑌𝑒𝜙 + 𝑋𝑡𝜃)
−
𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦
(𝜙 −
𝑧𝑐4 − 𝑧𝑐3
𝐿𝑦
) + 𝑘𝑝4(𝑧𝑐4 − 𝑧𝑠4) = 0                                                 (3.26) 
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𝑀𝑡𝑣?̈?𝑣 + 𝑐𝑠1(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐1 − 𝑌𝑑?̇? − 𝑋𝑓?̇?) + 𝑐𝑠2(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐2 + 𝑌𝑒?̇? − 𝑋𝑓?̇?)
+ 𝑐𝑠3(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐3 − 𝑌𝑑?̇? + 𝑋𝑡?̇?) + 𝑐𝑠4(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐4 + 𝑌𝑒?̇? + 𝑋𝑡?̇?)
+ 𝑘𝑠1(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐1 − 𝑌𝑑𝜙 − 𝑋𝑓𝜃) + 𝑘𝑠2(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐2 + 𝑌𝑒𝜙 − 𝑋𝑓𝜃)
+ 𝑘𝑠3(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐3 − 𝑌𝑑𝜙 + 𝑋𝑡𝜃) + 𝑘𝑠4(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐4 + 𝑌𝑒𝜙 + 𝑋𝑡𝜃) = 0            (3.27) 
𝐽𝑥?̈? − 𝑌𝑑𝑐𝑠1(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐1 − 𝑌𝑑?̇? − 𝑋𝑓?̇?) + 𝑌𝑒𝑐𝑠2(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐2 + 𝑌𝑒?̇? − 𝑋𝑓?̇?)
− 𝑌𝑑𝑐𝑠3(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐3 − 𝑌𝑑?̇? + 𝑋𝑡?̇?) + 𝑌𝑒𝑐𝑠4(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐4 + 𝑌𝑒?̇? + 𝑋𝑡?̇?)
− 𝑌𝑑𝑘𝑠1(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐1 − 𝑌𝑑𝜙 − 𝑋𝑓𝜃) + 𝑌𝑒𝑘𝑠2(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐2 + 𝑌𝑒𝜙 − 𝑋𝑓𝜃)
− 𝑌𝑑𝑘𝑠3(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐3 − 𝑌𝑑𝜙 + 𝑋𝑡𝜃) + 𝑌𝑒𝑘𝑠4(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐4 + 𝑌𝑒𝜙 + 𝑋𝑡𝜃)
+ 𝑘𝑏𝑓 (𝜙 −
𝑧𝑐2 − 𝑧𝑐1
𝐿𝑦
) + 𝑘𝑏𝑡 (𝜙 −
𝑧𝑐4 − 𝑧𝑐3
𝐿𝑦
) = 0                                      (3.28) 
𝐽𝑦?̈? − 𝑋𝑓𝑐𝑠1(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐1 − 𝑌𝑑?̇? − 𝑋𝑓?̇?) − 𝑋𝑓𝑐𝑠2(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐2 + 𝑌𝑒?̇? − 𝑋𝑓?̇?)
+ 𝑋𝑡𝑐𝑠3(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐3 − 𝑌𝑑?̇? + 𝑋𝑡?̇?) + 𝑋𝑡𝑐𝑠4(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐4 + 𝑌𝑒?̇? + 𝑋𝑡?̇?)
− 𝑋𝑓𝑘𝑠1(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐1 − 𝑌𝑑𝜙 − 𝑋𝑓𝜃) − 𝑋𝑓𝑘𝑠2(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐2 + 𝑌𝑒𝜙 − 𝑋𝑓𝜃)
+ 𝑋𝑡𝑘𝑠3(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐3 − 𝑌𝑑𝜙 + 𝑋𝑡𝜃) + 𝑋𝑡𝑘𝑠4(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐4 + 𝑌𝑒𝜙 + 𝑋𝑡𝜃) = 0   (3.29) 
Esse conjunto de equações pode ser organizado na forma de matrizes: 
[𝑀]{?̈?} + [𝐶]{?̇?} + [𝐾]{𝑧} = {𝐹}                                           (3.30) 
As matrizes [𝑀], [𝐶] e [𝐾] são respectivamente, as matrizes de massa, amortecimento e 
rigidez do sistema, estas matrizes estão expostas de forma mais detalhada no Apêndice A. 
O vetor de deslocamento vertical {𝑧} contendo os GDL é: 
{𝑧} = {𝑧𝑐1 𝑧𝑐2 𝑧𝑐3 𝑧𝑐4 𝑧𝑣 𝜙 𝜃}
𝑇                                  (3.31) 
A força de excitação é dada pelos seus coeficientes de rigidez e amortecimento 
multiplicados pelo deslocamento e velocidade de deformação da mola e amortecedor do pneu, 
respectivamente, que por sua vez são dados pela diferença de deslocamento e velocidade das 
coordenadas 𝑧𝑐 e 𝑧𝑠. Porém as coordenadas 𝑧𝑐 foram passadas para o lado esquerdo da 
equação do movimento. Desta forma, o vetor de forças é: 
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{𝐹} =
{
 
 
 
 
 
 
𝑘𝑝1𝑧𝑠1 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠1
𝑘𝑝2𝑧𝑠2 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠2
𝑘𝑝3𝑧𝑠3 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠3
𝑘𝑝4𝑧𝑠4 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠4
0
0
0 }
 
 
 
 
 
 
                                                 (3.32) 
A fim de descobrir os deslocamentos {𝑧} e as velocidades {?̇?} temporais característicos 
deste sistema é preciso aplicar a integração numérica na equação do movimento. Para resolver 
esta equação usou-se a função ode1 do Matlab/Simulink, e por isso é necessário transformar o 
modelo de 2
a
 ordem em um de 1
a
 ordem através das equações de estado. 
{?̇?} = [𝐴]{𝑥} + [𝐵]{𝑢}                                                     (3.33) 
{𝑦} = [𝐶]{𝑥} + [𝐷]{𝑢}                                                     (3.34) 
Utilizando como variáveis de estado {𝑥} = {
{𝑧}
{?̇?}
} é possível reescrever a equação: 
{
{?̇?}
{?̈?}
} = [
[𝑂] [𝐼]
−[𝑀]−1[𝐾] −[𝑀]−1[𝐶]
] {
{𝑧}
{?̇?}
} + {
{𝑂}
[𝑀]−1{𝐹}
}                     (3.35) 
Na equação, a matriz [0] corresponde a uma matriz constituída somente de zeros e a 
matriz [𝐼] é uma matriz identidade. Estas duas matrizes possuem a mesma dimensão das 
matrizes de massa, amortecimento e rigidez do sistema estudado. O vetor {𝑂} é um vetor 
somente de zeros, sendo que este possui a mesma dimensão do vetor de força de excitação 
externa. 
Assim a matriz [𝐴] será: 
[𝐴] = [
[𝑂] [𝐼]
−[𝑀]−1[𝐾] −[𝑀]−1[𝐶]
]                                          (3.36) 
A matriz [𝐵] será definida como: 
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[𝐵] =
[
 
 
 
 
 
 
 
[𝑂]7𝑥4
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0]
 
 
 
 
 
 
 
                                                      (3.37) 
E consequentemente a entrada {𝑢} do sistema é: 
{𝑢} = {
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4
} =
{
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑘𝑝1𝑧𝑠1 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠1
𝑚𝑐1
𝑘𝑝2𝑧𝑠2 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠2
𝑚𝑐2
𝑘𝑝3𝑧𝑠3 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠3
𝑚𝑐3
𝑘𝑝4𝑧𝑠4 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠4
𝑚𝑐4 }
 
 
 
 
 
 
 
 
                                        (3.38) 
 
As matrizes [𝐶] e [𝐷] são: 
[𝐶] = [𝐼]14𝑥14                                                            (3.39) 
[𝐷] = [𝑂]14𝑥4                                                            (3.40) 
 
 
3.4. Modelo virtual HIL do veículo completo discreto 
 
 
Com a modelagem do veículo completo propõe-se aplicar a técnica HIL, substituindo as 
molas e os amortecedores traseiros (ks3 ks4 cs3 e cs4) pelo subsistema físico e representado pelo 
sinal de força 𝐹𝑚𝑜𝑙𝑎 e 𝐹𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡 adquiridos através das células de carga dos atuadores 
hidráulicos. Dessa forma as molas e os amortecedores traseiros constituem a parte física 
(hardware) e todo o resto do veículo a parte virtual (software), conforme figura 3.8. 
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Figura 3.8- Modelo veículo completo HIL virtual (adaptado de JAZAR 2008) 
 
O modelo virtual HIL pode ser descrito encontrando as equações do movimento, 
aplicando o método de Lagrange (3.19), como anteriormente, é possível encontrar as equações 
do movimento, que são as seguintes: 
𝑚𝑐1?̈?𝑐1 − 𝑐𝑠1(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐1 − 𝑌𝑑?̇? − 𝑋𝑓?̇?) + 𝑐𝑝1(?̇?𝑐1 − ?̇?𝑠1) − 𝑘𝑠1(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐1 − 𝑌𝑑𝜙 − 𝑋𝑓𝜃)
+
𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦
(𝜙 −
𝑧𝑐2 − 𝑧𝑐1
𝐿𝑦
) + 𝑘𝑝1(𝑧𝑐1 − 𝑧𝑠1) = 0                                                (3.41) 
𝑚𝑐2?̈?𝑐2 − 𝑐𝑠2(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐2 + 𝑌𝑒?̇? − 𝑋𝑓?̇?) + 𝑐𝑝2(?̇?𝑐2 − ?̇?𝑠2) − 𝑘𝑠2(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐2 + 𝑌𝑒𝜙 − 𝑋𝑓𝜃)
−
𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦
(𝜙 −
𝑧𝑐2 − 𝑧𝑐1
𝐿𝑦
) + 𝑘𝑝2(𝑧𝑐2 − 𝑧𝑠2) = 0                                                (3.42) 
𝑚𝑐3?̈?𝑐3 + 𝐹𝑎_3 + 𝑐𝑝3(?̇?𝑐3 − ?̇?𝑠3) + 𝐹𝑚_3 +
𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦
(𝜙 −
𝑧𝑐4 − 𝑧𝑐3
𝐿𝑦
) + 𝑘𝑝3(𝑧𝑐3 − 𝑧𝑠3) = 0  (3.43) 
𝑚𝑐4?̈?𝑐4 + 𝐹𝑎_4 + 𝑐𝑝4(?̇?𝑐4 − ?̇?𝑠4) + 𝐹𝑚_4 −
𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦
(𝜙 −
𝑧𝑐4 − 𝑧𝑐3
𝐿𝑦
) + 𝑘𝑝4(𝑧𝑐4 − 𝑧𝑠4) = 0  (3.44) 
𝑀𝑡𝑣?̈?𝑣 + 𝑐𝑠1(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐1 − 𝑌𝑑?̇? − 𝑋𝑓?̇?) + 𝑐𝑠2(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐2 + 𝑌𝑒?̇? − 𝑋𝑓?̇?) − 𝐹𝑎3 − 𝐹𝑎4
+ 𝑘𝑠1(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐1 − 𝑌𝑑𝜙 − 𝑋𝑓𝜃) + 𝑘𝑠2(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐2 + 𝑌𝑒𝜙 − 𝑋𝑓𝜃)                       
− 𝐹𝑚3 − 𝐹𝑚4 = 0                                                                                                    (3.45) 
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𝐽𝑥?̈? − 𝑌𝑑𝑐𝑠1(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐1 − 𝑌𝑑?̇? − 𝑋𝑓?̇?) + 𝑌𝑒𝑐𝑠2(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐2 + 𝑌𝑒?̇? − 𝑋𝑓?̇?) + 𝑌𝑑𝐹𝑎3 − 𝑌𝑒𝐹𝑎4
− 𝑌𝑑𝑘𝑠1(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐1 − 𝑌𝑑𝜙 − 𝑋𝑓𝜃) + 𝑌𝑒𝑘𝑠2(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐2 + 𝑌𝑒𝜙 − 𝑋𝑓𝜃) + 𝑌𝑑𝐹𝑚3
− 𝑌𝑒𝐹𝑚4 + 𝑘𝑏𝑓 (𝜙 −
𝑧𝑐2 − 𝑧𝑐1
𝐿𝑦
) + 𝑘𝑏𝑡 (𝜙 −
𝑧𝑐4 − 𝑧𝑐3
𝐿𝑦
) = 0                     (3.46) 
𝐽𝑦?̈? − 𝑋𝑓𝑐𝑠1(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐1 − 𝑌𝑑?̇? − 𝑋𝑓?̇?) − 𝑋𝑓𝑐𝑠2(?̇?𝑣 − ?̇?𝑐2 + 𝑌𝑒?̇? − 𝑋𝑓?̇?) − 𝑋𝑡𝐹𝑎3 − 𝑋𝑡𝐹𝑎4
− 𝑋𝑓𝑘𝑠1(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐1 − 𝑌𝑑𝜙 − 𝑋𝑓𝜃) − 𝑋𝑓𝑘𝑠2(𝑧𝑣 − 𝑧𝑐2 + 𝑌𝑒𝜙 − 𝑋𝑓𝜃) − 𝑋𝑡𝐹𝑚3
− 𝑋𝑡𝐹𝑚4 = 0                                                                                                           (3.47) 
Esse conjunto de equações pode ser organizado na forma de matrizes, e as novas 
matrizes são: 
[𝑀]𝐻𝐼𝐿{?̈?} + [𝐶]𝐻𝐼𝐿{?̇?} + [𝐾]𝐻𝐼𝐿{𝑧} = {𝐹}𝐻𝐼𝐿                                (3.48) 
As novas matrizes [𝑀]𝐻𝐼𝐿, [𝐶]𝐻𝐼𝐿e [𝐾]𝐻𝐼𝐿 são respectivamente, as matrizes de massa, 
amortecimento e rigidez do sistema HIL. Estas matrizes estão expostas de forma mais 
detalhada no Apêndice B. 
O vetor de deslocamento vertical {𝑧} contendo os GDL é: 
{𝑧} = {𝑧𝑐1 𝑧𝑐2 𝑧𝑐3 𝑧𝑐4 𝑧𝑣 𝜙 𝜃}
𝑇                                   (3.49) 
Fazendo os arranjos matemáticos o vetor de forças é: 
{𝐹}𝐻𝐼𝐿 =
{
 
 
 
 
 
 
𝑘𝑝1𝑧𝑠1 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠1
𝑘𝑝2𝑧𝑠2 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠2
𝑘𝑝3𝑧𝑠3 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠3−𝐹𝑚_3 − 𝐹𝑎_3
𝑘𝑝4𝑧𝑠4 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠4 − 𝐹𝑚_4 − 𝐹𝑎_4
𝐹𝑚_3 + 𝐹𝑎_3 + 𝐹𝑚_4 + 𝐹𝑎_4
−𝑌𝑑𝐹𝑚_3 − 𝑌𝑑𝐹𝑎_3 + 𝑌𝑒𝐹𝑚_4 + 𝑌𝑒𝐹𝑎_4
𝑋𝑡(𝐹𝑚_3 + 𝐹𝑎_3 + 𝐹𝑚_4 + 𝐹𝑎_4) }
 
 
 
 
 
 
                          (3.50) 
 
A fim de descobrir os deslocamentos {𝑧} e as velocidades {?̇?} temporais característicos 
deste sistema é preciso aplicar a integração numérica na equação do movimento. Para resolver 
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esta equação usou-se a função ode1 do Matlab/Simulink, e por isso é necessário transformar o 
modelo de 2
a
 ordem em um de 1
a
 ordem através das equações de estado. 
{?̇?} = [𝐴]𝐻𝐼𝐿{𝑥} + [𝐵]𝐻𝐼𝐿{𝑢}𝐻𝐼𝐿                                            (3.51) 
{𝑦} = [𝐶]𝐻𝐼𝐿{𝑥} + [𝐷]𝐻𝐼𝐿{𝑢}𝐻𝐼𝐿                                            (3.52) 
Utilizando como variáveis de estado {𝑥} = {
{𝑧}
{?̇?}
} é possível reescrever a equação: 
{
{?̇?}
{?̈?}
} = [
[𝑂] [𝐼]
−[𝑀]𝐻𝐼𝐿
−1 [𝐾]𝐻𝐼𝐿 −[𝑀]𝐻𝐼𝐿
−1 [𝐶]𝐻𝐼𝐿
] {
{𝑧}
{?̇?}
} + {
{𝑂}
[𝑀]𝐻𝐼𝐿
−1 {𝐹}𝐻𝐼𝐿
}          (3.53) 
Na equação, a matriz [0] corresponde a uma matriz constituída somente de zeros e a 
matriz [𝐼] é uma matriz identidade. Estas duas matrizes possuem a mesma dimensão das 
matrizes de massa, amortecimento e rigidez do sistema estudado. O vetor {𝑂} é um vetor 
somente de zeros, sendo que este possui a mesma dimensão do vetor de força de excitação 
externa. 
Assim a matriz [𝐴]𝐻𝐼𝐿 será: 
[𝐴]𝐻𝐼𝐿 = [
[𝑂] [𝐼]
−[𝑀]𝐻𝐼𝐿
−1 [𝐾]𝐻𝐼𝐿 −[𝑀]𝐻𝐼𝐿
−1 [𝐶]𝐻𝐼𝐿
]                                (3.54) 
A matriz [𝐵]𝐻𝐼𝐿 será definida como: 
[𝐵]𝐻𝐼𝐿 = [
[𝑂]7𝑥7
[𝐼]7𝑥7
]                                                        (3.55) 
E consequentemente a entrada {𝑢}𝐻𝐼𝐿 do sistema é: 
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{𝑢}𝐻𝐼𝐿 =
{
  
 
  
 
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4
𝑢5
𝑢6
𝑢7}
  
 
  
 
=
{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑘𝑝1𝑧𝑠1 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠1
𝑚𝑐1
𝑘𝑝2𝑧𝑠2 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠2
𝑚𝑐2
𝑘𝑝3𝑧𝑠3 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠3−𝐹𝑚_3 − 𝐹𝑎_3
𝑚𝑐3
𝑘𝑝4𝑧𝑠4 + 𝑐𝑝1?̇?𝑠4 − 𝐹𝑚_4 − 𝐹𝑎_4
𝑚𝑐4
𝐹𝑚_3 + 𝐹𝑎_3 + 𝐹𝑚_4 + 𝐹𝑎_4
𝑀𝑡𝑣
−𝑌𝑑𝐹𝑚_3 − 𝑌𝑑𝐹𝑎_3 + 𝑌𝑒𝐹𝑚_4 + 𝑌𝑒𝐹𝑎_4
𝐽𝑥
𝑋𝑡(𝐹𝑚_3 + 𝐹𝑎_3 + 𝐹𝑚_4 + 𝐹𝑎_4)
𝐽𝑦 }
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                  (3.56) 
As matrizes [𝐶]𝐻𝐼𝐿 e [𝐷]𝐻𝐼𝐿 são: 
[𝐶]𝐻𝐼𝐿 = [𝐼]14𝑥14                                                          (3.57) 
[𝐷]𝐻𝐼𝐿 = [𝑂]14𝑥7                                                          (3.58) 
Discretizando o sistema utilizando uma taxa de amostragem Ts, obtém-se as matrizes 
Ad, Bd, Cd, Dd do sistema equivalente no espaço discreto, resultando na equação abaixo: 
𝑥(𝑛 + 1) = 𝐴𝑑𝑥(𝑛) + 𝐵𝑑𝑢(𝑛)                                             (3.59) 
𝑦(𝑛) = 𝐶𝑑𝑥(𝑛) + 𝐷𝑑𝑢(𝑛)                                                 (3.60) 
Os modelos em Simulink referentes ao veículo completo serão apresentados na seção 
5.3.2 e 5.3.3. 
 
 
3.5. Cálculo do centro de gravidade, da distribuição de massa e do momento 
de inércia de massa do veículo 
 
 
De acordo com REIMPELL et al. (2001), baixos centros de gravidade são sempre 
desejados, pois estão associados a menores problemas dinâmicos na condução e melhor 
desempenho em curvas e em frenagens. Porém, na prática, as opções em projeto são restritas. 
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A posição do centro de gravidade (CG) do veículo é altamente dependente do 
carregamento a que o veículo está submetido, tanto em relação à posição horizontal (eixo 
longitudinal X e eixo transversal Y) como em relação à posição vertical (Z). 
Na prática, para encontrar o local correto do CG, é preciso pesar o veículo. Para isto ele 
deve estar num plano totalmente horizontal e com cada eixo sobre uma balança. A massa total 
do veículo (𝑀𝑡𝑣) resulta da soma da pesagem do eixo frontal (𝑚𝑓) com o eixo traseiro (𝑚𝑡). 
Para determinar a altura Zcg do CG, é necessário ainda pesar o veículo em um plano inclinado. 
𝑀𝑡𝑣 = 𝑚𝑓 +𝑚𝑡                                                           (3.61) 
Porém, em projetos, a massa total do veículo é definida a partir da massa do veículo 
(𝑀𝑣) e da carga máxima permitida (∆𝑚), relacionada com os passageiros e as bagagens, como 
segue: 
𝑀𝑡𝑣 = 𝑀𝑣 + ∆𝑚                                                          (3.62) 
Considerando que a massa suspensa não é distribuída uniformemente nos quatro 
conjuntos da suspensão, em função do CG estar deslocado, é preciso determina-lo com 
algumas informações. A tabela 3.1 ilustra a distribuição média de carga proporcional aos 
eixos com base no tipo de tração e na condição de carregamento para um veículo 
(REIMPELL et al.,2001). Para um veículo com tração dianteira e totalmente carregado, o eixo 
traseiro leva maior carga, enquanto que ao transportar dois passageiros a maior carga ocorre 
no eixo frontal. 
Tabela 3.1 – Distribuição média de carga proporcional aos eixos frontal e traseiro com base 
no tipo de tração e de carga (REIMPELL et al., 2001) 
Tipo de Tração Frontal (%) Traseiro (%) 
Distribuição Frente Traseira Frente  Traseira 
Vazio 61 39 50 50 
2 pessoas na frente 60 40 50 50 
4 pessoas 55 45 47 53 
5 pessoas e bagagem 49 51 44 56 
 
Com os dados de carga proporcional pode-se fazer o balanço dos momentos na direção 
longitudinal de onde resultam as equações: 
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𝑋𝑓 =
𝑚𝑡
𝑀𝑡𝑣
𝐿𝑥          𝑒           𝑋𝑡 =
𝑚𝑓
𝑀𝑡𝑣
𝐿𝑥                                      (3.63)  
Para encontrar a posição do CG na direção transversal (Y), calcula-se de forma 
semelhante resultando em: 
𝑌𝑑 =
𝑚𝑒
𝑀𝑡𝑣
𝐿𝑦          𝑒           𝑌𝑒 =
𝑚𝑑
𝑀𝑡𝑣
𝐿𝑦                                      (3.64)  
onde, 𝑚𝑑 é a massa referente à direita e 𝑚𝑒 referente à esquerda. 
Conhecendo as distâncias em relação ao CG e a massa total do veículo, pode se calcular 
os momentos de inércia de massa (𝐽𝑥 e 𝐽𝑦) como descritos nas equações (3.65) e (3.66).  
𝐽𝑥 = ∫ 𝑟
2𝑑𝑚
𝑌𝑒
−𝑌𝑑
=
𝑀𝑡𝑣
3𝐿𝑦
(𝑌𝑒
3 + 𝑌𝑑
3)                                          (3.65) 
𝐽𝑦 = ∫ 𝑟
2𝑑𝑚
𝑋𝑡
−𝑋𝑓
=
𝑀𝑡𝑣
3𝐿𝑥
(𝑋𝑡
3 + 𝑋𝑓
3)                                          (3.66) 
Porém para este trabalho o momento de inércia que será utilizado nas simulações foi 
determinado experimentalmente pelo método do pêndulo. 
Conforme HIBBELER (2005), momento de inércia de massa de um corpo é uma 
propriedade que mede a resistência do corpo a acelerações angulares e sua unidade é dada 
em kg m
2
. 
Segundo REIMPELL et al. (2001), o momento de inércia em torno do eixo Z é útil para 
o estudo da estabilidade e desempenho em curvas. Já o momento em torno do eixo X é 
essencial para estudar o movimento de rolagem (roll), por exemplo, durante mudanças rápidas 
de via. Por último, o momento de inércia em torno da direção transversal Y é necessário para 
calcular o comportamento de arfagem (pitch), que pode ser notado durante acelerações e 
frenagens. 
As distribuições da massa suspensa para o modelo de um veículo inteiro devem ser 
feitas para os quatro conjuntos de suspensão. Estas distribuições da massa estão totalmente 
ligadas as distâncias do CG como mostrado nas equações abaixo e estas podem ser 
interpretadas como a ponderação da massa total do veículo para cada conjunto de suspensão. 
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𝑑𝑚𝑠1 =
𝑋𝑡
𝑋𝑓 + 𝑋𝑡
𝑌𝑒
𝑌𝑑 + 𝑋𝑒
𝑀𝑡𝑣                                                (3.67) 
𝑑𝑚𝑠2 =
𝑋𝑡
𝑋𝑓 + 𝑋𝑡
𝑌𝑑
𝑌𝑑 + 𝑋𝑒
𝑀𝑡𝑣                                                (3.68) 
𝑑𝑚𝑠3 =
𝑋𝑓
𝑋𝑓 + 𝑋𝑡
𝑌𝑒
𝑌𝑑 + 𝑋𝑒
𝑀𝑡𝑣                                              (3.69) 
𝑑𝑚𝑠4 =
𝑋𝑓
𝑋𝑓 + 𝑋𝑡
𝑌𝑑
𝑌𝑑 + 𝑋𝑒
𝑀𝑡𝑣                                              (3.70) 
 
 
3.6. Excitações do sistema 
 
 
Neste trabalho serão utilizadas duas funções para representar as excitações impostas ao 
sistema. A primeira descreve uma lombada e a segunda um sinal de Schroeder. Em ambas as 
excitações o veículo trafega com velocidade constante de 4m/s. Para as simulações também 
foram considerados os atrasos temporais devido à distância entre as rodas frontais e traseiras. 
 
 
3.6.1. Lombada 
 
 
A função que descreve a lombada possui 0,08m de altura e 3,7m de comprimento, 
estando de acordo com a resolução n° 39 do CONTRAN (1998), conforme a figura 3.9. As 
rodas frontais (1 e 2) passam pela lombada ao mesmo tempo, bem como as rodas traseiras (3 e 
4), pelo fato deste obstáculo ser perpendicular ao deslocamento do veículo. Assume-se uma 
via reta horizontal para as simulações. 
59 
 
 
Figura 3.9 – Vistas superior e perfil de uma lombada (CONTRAN, 1998) 
 
A equação (3.71) é usada para representar uma lombada (JAZAR, 2008). 
𝑧𝑠 = {
ℎ𝑙 sin
2 (
𝜋𝑣𝑣𝑡
𝑐𝑙
)  ,              0 ≤ 𝑡 <
𝑐𝑙
𝑣𝑣
             0,                   outro intervalo
                                  (3.71) 
onde, 𝑧𝑠 é o perfil do solo de rodagem, ou seja o deslocamento vertical imposto às rodas, ℎ𝑙 é 
a altura da lombada, 𝑐𝑙 é o comprimento da lombada, 𝑣𝑣 é a velocidade do veiculo e 𝑡 é o 
vetor de tempo. 
As figuras 3.10(a) e 3.10(b) mostram a passagem das rodas frontais e das rodas 
traseiras, respectivamente, sobre a lombada. 
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                   (a) (b) 
Figura 3.10 – Excitação representando uma lombada para as rodas (a) frontais e (b) traseiras. 
 
 
3.6.2. Sinal de Schroeder 
 
 
O sinal de Schroeder, 𝑠𝑐ℎ(𝑡) é um multisseno construído no tempo, com baixo fator de 
pico. Para isto sugerem-se ângulos de fase adequados para cada senoide que compõe o sinal. 
De modo que o somatório destas senoides com fase alternadamente opostas minimize o fator 
de pico. Restringem-se os valores dos ângulos de fase somente aos valores 0 e π, resultando 
em um espectro simétrico com relação à linha horizontal. Devido essas características este 
sinal é preferível em realização de testes experimentais. 
Conforme MEIRELLES (1989) o sinal pode ser gerado através da equação: 
𝑠𝑐ℎ(𝑡) =∑{𝐴𝑓 cos (
𝑟 ∗ 𝑝
𝑇
)}
𝑚𝑖
𝑗=1
                                             (3.72) 
onde 𝑚𝑖, é a quantidade de termos (harmônicas) da série de Fourier para o sinal de Schroeder 
(ou seja a quantidade de frequências que se deseja varrer), 𝑟 representa a harmônica da 
componente de frequência, T é a quantidade de pontos do vetor tempo, (ou seja o período do 
sinal), 𝑝 é a posição no instante t, no vetor tempo e 𝐴𝑓 representa a amplitude da frequência, 
sendo calculado através da equação. 
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𝐴𝑓 = (1 − 2 [
𝑟2
(2 ∗ 𝑚𝑖)
]𝑚𝑜𝑑2)                                           (3.73) 
onde 𝑚𝑜𝑑2, é um operador que calcula o resto da divisão entre os termos de dentro do 
colchete, garantindo um valor de 𝐴𝑓 igual a 1 ou -1. 
Elaborou-se uma rotina de cálculo do sinal de Schroeder no Matlab, possibilitando 
variar a faixa de frequência através da modulação da quantidade de termos da série, onde 𝑚𝑖 
assume valores sempre menores do que a metade da quantidade de pontos do vetor tempo. 
Isto possibilita que a frequência máxima do sinal de Schroeder seja sempre menor que a 
metade da frequência de amostragem adotada, obedecendo ao Teorema de Amostragem de 
Nyquist, onde 𝑓𝑎𝑚 ≥ 2𝑓𝑚𝑎𝑥, sendo 𝑓𝑎𝑚 a frequência de amostragem e 𝑓𝑚𝑎𝑥 frequência 
máxima do sinal. 
A figura 3.11 apresenta o sinal de excitação de Schroeder utilizado nas simulações, que 
representa o perfil da via que o veículo trafega, e a quantidade de frequências escolhida para 
varrer é de 0 até 3 Hz. 
 
Figura 3.11 – Sinal de Schroeder que representa o perfil da via. 
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3.7. Determinação das Características do Sistema de Suspensão 
Hidropneumática 
 
 
3.7.1. Configuração e princípio de funcionamento 
 
 
Segundo BAUER (2011), o sistema de suspensão hidropneumático mais simples é 
constituído de somente três componentes: o cilindro hidráulico, o acumulador 
hidropneumático e o fluido hidráulico. Normalmente o acumulador é conectado diretamente 
ao cilindro, mas devido a restrições de espaço eles podem ser separados então são necessários 
acessórios e linhas de óleo adicionais para liga-los. A diferença entre este sistema e o de 
suspensão convencional está na substituição da mola mecânica por gás comprimido no 
acumulador. O amortecimento é dado pelas características do orifício que faz a conexão entre 
o acumulador e o cilindro (BALDI, 2004), e pode ser controlado mediante o uso de uma 
válvula (Sá, 2006). 
Este sistema tem sido aplicado na indústria automobilística com o intuito de aumentar o 
conforto aos passageiros e também propor maior segurança na condução do veículo, pois 
devido à flexibilidade que a mola de gás proporciona, as rodas do veículo permanecem 
constantes na superfície de rodagem. 
Um dos itens mais importantes neste sistema de suspensão é o acumulador, pois a 
rigidez da mola será definida basicamente pelo volume e a pressão do gás, e estes são 
dependentes da distribuição da massa suspensa do veículo, do diâmetro interno do cilindro e 
do curso da suspensão. A maioria dos acumuladores é composta por uma membrana flexível 
semiesférica de borracha que separa o gás do fluido hidráulico. Esta membrana faz com que, 
mesmo ocorrendo vazamentos de fluido hidráulico do sistema, o gás não seja perdido, visto 
que o cilindro não é completamente selado. O fluido hidráulico que vaza do sistema é 
armazenado num reservatório e enviado novamente ao sistema por uma bomba hidráulica, 
mantendo o veículo em sua altura original. O gás mais utilizado neste sistema é o nitrogênio, 
pois ao ser pressurizado proporciona um ambiente estável. 
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Figura 3.12 – Componentes da suspensão hidropneumática (COSTA, 2002) 
 
A figura 3.12 ilustra uma suspensão hidropneumática. No interior do cilindro desliza 
um pistão com uma haste ligada a um braço da suspensão por meio de uma articulação. Assim 
quando o veículo passa por uma elevação no pavimento este movimento é transmitido para a 
suspensão e faz com que o pistão desloque para cima. Isto diminuirá o volume de gás do 
acumulador, o que aumentará a pressão do gás, resultando no aumento da força aplicada à 
haste do cilindro, o que provocará o seu retorno, diminuindo a pressão do gás que atuará então 
como uma mola. 
A forma de controle mais simples de ser obtida neste sistema é utilizando uma válvula 
regulável na conexão entre o cilindro e câmara, constituindo em um sistema semi-ativo. A 
abertura e fechamento gradativo desta válvula fazem com que o amortecimento seja 
diminuído ou aumentado, respectivamente, e assim a condição de otimização da suspensão é 
obtida (ICHANO JÚNIOR, 2010). Uma suspensão completamente ativa pode ser obtida 
controlando o volume do fluido líquido ou gasoso no sistema. Esta flexibilidade de 
configuração constitui uma das vantagens mais destacadas das suspensões hidropneumáticas. 
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3.7.2. Características da mola 
 
 
Segundo BAUER (2011), o coeficiente de rigidez da mola de um sistema de suspensão 
hidropneumático pode ser determinado pela curva força-deslocamento da mola medida para o 
cilindro da suspensão quando a válvula que restringe o fluxo for retirada. Aumentando a força 
sobre o cilindro leva a um aumento na pressão hidráulica e, portanto, a uma alteração na 
posição do embolo. Isto ocorre devido às seguintes razões. 
 Compressão do gás no acumulador (𝑘𝐺); 
 Aumento do volume das linhas do fluido e acessórios devido a sua elasticidade (𝑘𝐿); 
 Compressão do fluido hidráulico (𝑘𝐹); 
Cada um destes efeitos gera uma rigidez individual. Porém, a medida resultante no 
cilindro da suspensão é uma combinação desses três efeitos. Portanto, pode-se interpretar a 
rigidez resultante no cilindro como: 
1
𝑘𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
=
1
𝑘𝐺
+
1
𝑘𝐿
+
1
𝑘𝐹
=
𝑘𝐿𝑘𝐹 + 𝑘𝐺𝑘𝐹 + 𝑘𝐺𝑘𝐿
𝑘𝐺𝑘𝐿𝑘𝐹
                               (3.74) 
Invertendo a equação acima têm se: 
𝑘𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =
𝑘𝐺𝑘𝐿𝑘𝐹
𝑘𝐿𝑘𝐹 + 𝑘𝐺𝑘𝐹 + 𝑘𝐺𝑘𝐿
                                              (3.75) 
A rigidez das linhas e acessórios e o modulo de compressão do fluido hidráulico 
geralmente possuem valores muito altos, causando baixa influência sobre o coeficiente de 
rigidez total da mola (𝑘𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙). Isto significa que as características da mola hidropneumática 
são influenciadas principalmente pelas propriedades do gás que esta no acumulador. 
 
 
3.7.3. Características termodinâmicas dos gases 
 
 
O gás confinado no acumulador é o meio responsável pela elasticidade do sistema todo, 
como explicado anteriormente (BALDI, 2004); (SÁ,2006); (PIVETA, 2012); BAUER (2011). 
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No estado inicial do acumulador, quando o sistema está sem pressão hidráulica, existe 
certo número de moléculas de gás e consequentemente certa massa de gás (𝑚𝑔) dentro dele. 
Assim também é definido o volume inicial de gás (𝑉0) e a pressão inicial de pré-carga (𝑃0) 
para o acumulador. A pressão 𝑃0 é atribuída à temperatura ambiente de 20°C e é definia 
durante o processo de fabricação do acumulador. Para descrever o comportamento do gás 
ideal usa-se a equação (3.76). 
𝑃0𝑉0 = 𝑛𝑚𝑅𝑇                                                              (3.76) 
onde 𝑛𝑚indica o número de moles, e R é a constante universal dos gases (𝑅 = 8,31 
𝐽
𝑚𝑜𝑙∙𝐾
) 
Se a temperatura do gás mudar durante o processo de produção ou mesmo durante a 
operação da suspensão, a pressão do gás mudará para uma nova pressão de pré-carga de 
acordo com a equação de estado para mudança isocórica (volume constante). Como a pressão 
de pré-carga é dependente da temperatura, é preciso considerá-la ao projetar sistemas que 
serão operados em diferentes temperaturas. A equação (3.77) representa a transformação 
isocórica de um gás levado de um estado 0 para um estado 1. 
𝑃0
𝑇0
=
𝑃1
𝑇1
                                                                  (3.77) 
onde 𝑃0, 𝑇0 e 𝑃1, 𝑇1 são a pressão e a temperatura (Kelvin) do estado 0 e 1, respectivamente. 
Assim que o acumulador é integrado ao sistema hidráulico, e este sofre a ação de uma 
carga, por exemplo, da massa suspensa do carro, o volume de gás no acumulador se mantém o 
mesmo enquanto a pressão hidráulica é menor ou igual à pressão de pré-carga. Logo que a 
pressão hidráulica excede a pressão de pré-carga, o volume do gás é comprimido até alcançar 
o equilíbrio de forças. Quando esta compressão ocorre lentamente e a nova pressão é mantida 
por um longo período, pode-se assumir a mudança de estado como isotérmica e representá-la 
através da Lei de Boyle-Mariotte (BAUER, 2011). Esta mudança é denominada isotérmica 
porque o calor gerado pela compressão do gás é dissipado para o ambiente e a temperatura se 
mantém constante durante o processo. A equação (3.78) mostra as relações para esta mudança 
de estado. 
𝑃0𝑉0 = 𝑃1𝑉1                                                                 (3.78) 
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Porém, os movimentos que ocorrem durante a operação normal do sistema de suspensão 
são muito rápidos. Geralmente, a suspensão é capaz de absorver frequências de excitação 
abaixo de 1Hz até alguns valores acima de 10Hz. Devido à alta velocidade dos movimentos 
não há tempo suficiente para dissipação ou absorção de calor como ocorre na mudança de 
estado isotérmica. Portanto, o gás mudará de temperatura. Assumindo que não há troca de 
calor, a mudança de estado agora é adiabática, e é descrita pela equação (3.79). 
𝑃0𝑉0
𝑎 = 𝑃1𝑉1
𝑎                                                                 (3.79) 
Nesta equação 𝑎 é o expoente adiabático e representa a razão entre a capacidade de 
calor específico para pressão constante e a capacidade de calor específico para volume 
constante. Na literatura, as propriedades do expoente 𝑎 são referenciadas para baixas pressões 
e temperatura ambiente. Como exemplo, pode-se citar o valor do expoente 𝑎 igual a 1,66 para 
gases monoatômicos, como o He, 𝑎 iguais a 1,4 para gases biatômicos, como o ar, o 𝑁2 e o 𝑂2 
e 𝑎 igual a 1,3 para gases triatômicos, como o 𝐶𝑂2. 
Embora raramente mencionado, para sistemas de suspensão hidropneumática, é 
importante considerar que o expoente 𝑎 é dependente da temperatura e da pressão do gás. A 
figura 3.13 mostra o comportamento do gás nitrogênio para diferentes temperaturas e 
pressões. 
 
Figura 3.13 – Expoente adiabático do gás N2 em função da temperatura e pressão (adaptado 
de BAUER, 2011). 
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Em suspensões hidropneumáticas reais sempre existe a possibilidade de troca de calor 
do gás com os componentes e o meio, e por isso, nunca ocorrerá mudança de estado 
adiabático ideal. Isto significa que o processo de suspensão hidropneumática é definido para 
mudança de estado politrópico caracterizado por 1 < 𝑛 < 𝑎, e pode ser descrita pela equação 
(3.80). O coeficiente politrópico é representado por 𝑛. Quanto mais calor for trocado durante 
a mudança de estado, mais o coeficiente politrópico 𝑛 deste processo passará de 𝑎 para 1. 
(BAUER, 2011). 
𝑃𝑉𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒                                                          (3.80) 
Normalmente, por não conhecer as condições exatas para a troca de calor e ser muito 
difícil identificá-las, se torna complicado definir onde especificamente entre 1 e o expoente 𝑎 
o valor do coeficiente politrópico deve ser escolhido. Além disso, também é difícil definir o 
valor do expoente 𝑎, pois as pressões e temperaturas mudam constantemente durante a 
operação do sistema. 
Somente é indicado o uso de valores do coeficiente 𝑛 igual ou maior que 1,4 quando 
houver operações com altas pressões combinadas com baixas temperaturas. Valores médios 
mais realistas para o coeficiente 𝑛 podem ser deduzidos a partir de medições das curvas força-
deslocamento em experimentos. Os cálculos do coeficiente politrópico devem ser comparados 
com resultados experimentais, e depois ajustados para um nível que fornece melhor 
correspondência teórica e experimental para as curvas força-deslocamento. 
 
 
3.7.4. Determinação do volume inicial de gás 
 
 
Para obter um melhor desempenho do sistema de suspensão proposto, serão feitas as 
seguintes considerações: 
 O gás utilizado como mola será inerte, para que não ocorra variação na suas 
características e para não contaminar o fluido hidráulico; 
 O gás é ideal; 
 Processo isotérmico (compressão e expansão dos fluidos ocorre à temperatura 
constante); 
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 O fluido hidráulico empregado é incompressível; 
 O nível estático da suspensão está exatamente no centro do curso; 
 O deslocamento positivo do pistão do cilindro indica compressão do gás. 
Como descrito por BALDI (2004) o volume inicial de gás (𝑉0) à pressão atmosférica 
contido no acumulador depende basicamente da distribuição da massa suspensa do veículo 
(𝑑𝑚𝑠), para os quatro conjuntos da suspensão, do diâmetro interno do cilindro (𝑑𝑐), do curso 
da suspensão (𝑧𝑚), e do fator de carga dinâmica (𝑓𝑐𝑑). Assim, uma vez fixado esses quatro 
valores o volume inicial de gás da mola hidropneumática irá determinar a rigidez da 
suspensão. Isto é uma vantagem, pois apenas alterando a massa de gás ou seja, o volume de 
gás na câmera é possível alterar as características da suspensão. 
A Pressão inicial para este projeto é definida como a pressão atmosférica. Porém o 
volume necessário na câmara para armazenar a massa de gás na pressão atmosférica é muito 
grande. Para se trabalhar com câmeras menores sem prejuízo para o funcionamento, é injetado 
gás até uma pressão tal que a massa de gás naquele volume corresponde à mesma massa que 
ocuparia o volume 𝑉0 na pressão atmosférica, sendo então o volume 𝑉0 apenas um valor 
teórico de referência utilizado para o projeto de suspensão. 
Assim como adotado na dissertação de BALDI (2004), o critério para determinação do 
volume inicial do gás admite um deslocamento máximo (𝑧𝑚) para o eixo do veículo em 
relação ao chassi na condição de carga máxima, levando em conta as condições de uso e 
limitações construtivas. Neste critério, a condição mais severa de carga considerada é aquela 
onde o veículo possui o maior valor da força estática multiplicado pelo fator de carga 
dinâmica (𝑓𝑐𝑑). Ainda segundo BALDI (2004), o fator 𝑓𝑐𝑑 é obtido através de medições feitas 
durante o uso do veículo em condições reais, onde são instalados alguns sensores em locais 
estratégicos com intuído de determinar as condições de conforto e segurança. Na figura 3.14 
está demonstrado esquematicamente a variação de carga e a consequente alteração da posição 
do cilindro.  
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Figura 3.14 – (a) sem aplicação de forças, (b) com aplicação de força estática e (c) com 
aplicação de força dinâmica.  
 
A figura 3.14(a) mostra que a força atuando no cilindro é nula, e consequentemente não 
ocorre mudança da posição vertical (𝑧) do pistão. Nesta condição a pressão interna da câmara 
de gás (𝑃0) é igual a pressão atmosférica. Ao adicionar qualquer carga ao sistema as forças, 
pressão e deslocamentos serão alterados. Na figura 3.14(b) temos o peso estático máximo que 
fará o pistão deslocar até a posição estática (𝑧𝑒). Nesta condição o fluido hidráulico flui da 
câmara do pistão para o acumulador onde comprime o gás, e assim surgem a pressão estática 
(𝑃𝑒) e o volume estático (𝑉𝑒) do gás confinado. O volume do gás será comprimido, já que o 
acumulador possui capacidade volumétrica fixa, e irá estabilizar no instante que surgir o 
equilíbrio das forças. O volume estático é descrito pela equação (3.81) e a pressão estática 
pela equação (3.82). 
𝑉𝑒 = 𝑉0 − 𝐴𝑐𝑧𝑒                                                              (3.81) 
𝑃𝑒 =
𝑑𝑚𝑠𝑔
𝐴𝑐
+ 𝑃0                                                            (3.82) 
Na figura 3.14(c), a condição de carga atuante é a dinâmica, ou seja, a maior condição 
de carga estática multiplicada pelo fator de carga dinâmica, resultando em uma pressão 
dinâmica (𝑃𝑑) e o volume dinâmico (𝑉𝑑) na câmara. Nessa condição o deslocamento da haste 
do cilindro (Δ𝑧) é o deslocamento máximo permitido a partir do deslocamento estático, 
referente à condição de carga estática máxima que irá atuar no veículo. Sendo assim é 
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possível definir o volume dinâmico (𝑉𝑑) e a pressão dinâmica (𝑃𝑑) conforme as equações 
(3.83) e (3.84) respectivamente. 
𝑉𝑑 = 𝑉𝑒 − 𝐴𝑐Δ𝑧 = 𝑉0 − 𝐴𝑐(𝑧𝑒 + Δ𝑧)                                        (3.83) 
𝑃𝑑 =
𝑓𝑐𝑑𝑑𝑚𝑠𝑔
𝐴𝑐
+ 𝑃0                                                      (3.84) 
Analisando as figuras 3.14(a) e (b) e considerando processo isotérmico é possível 
escrever a equação (3.85). 
𝑃0𝑉0 = 𝑃𝑒𝑉𝑒 = 𝑃𝑒(𝑉0 − 𝐴𝑐𝑧𝑒)                                          (3.85) 
Isolando (𝑧𝑒) na equação (3.85) determinar-se o deslocamento estático: 
𝑧𝑒 =
𝑉0
𝐴𝑐
(1 −
𝑃0
𝑃𝑒
)                                                     (3.86) 
Agora, analisando as figuras 3.12 (b) e (c) com as mesmas definições, obtém: 
𝑃𝑒𝑉𝑒 = 𝑃𝑑𝑉𝑑 = 𝑃𝑑(𝑉0 − 𝐴𝑐(𝑧𝑒 + Δ𝑧))                                  (3.87) 
Substituindo o valor do deslocamento estático (equação (3.86)) na equação (3.87) 
consegue-se determinar o volume inicial do gás 
𝑉0 =
𝐴𝑐 Δ𝑧𝑃𝑒𝑃𝑑  
𝑃0 (𝑃𝑑 − 𝑃𝑒)
                                                (3.88) 
Para o instante em que a força aplicada é máxima, a variação de deslocamento (Δ𝑧) será 
considerada como o curso inteiro da suspensão (𝑧𝑚). Assim, a equação final do volume 𝑉0 
será: 
𝑉0 =
𝐴𝑐 𝑧𝑚 𝑃𝑒𝑃𝑑
𝑃0 (𝑃𝑑 − 𝑃𝑒)
                                                (3.89) 
Para instantes diferentes do deslocamento total do curso da suspensão 𝑧𝑚 a força 𝐹𝑑 irá 
variar de acordo com a variação do deslocamento da suspensão. 
Como dito no início desta subseção, o volume de gás 𝑉0 é calculado com relação à 
pressão atmosférica, porém este volume pode ser relativamente grande, o que obrigaria a 
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construir um acumulador de grandes dimensões. Por este fato, na prática é adicionada aos 
acumuladores a massa de gás (𝑚𝑔) correspondente ao 𝑉0. 
 
 
3.7.5. Determinação da rigidez da mola hidropneumática 
 
 
Para determinarmos a expressão da rigidez do sistema de suspensão hidropneumática 
em função do deslocamento da roda, devemos desenvolver a equação que representa a força 
exercida pelo cilindro em relação ao deslocamento do mesmo. 
Na determinação da rigidez, o estado inicial é aquele no qual a força atuante é nula para 
um deslocamento do pistão igual a zero, como mostrado na figura 3.14(a). Esta condição só 
ocorre quando a pressão dentro do acumulador de gás é igual a pressão atmosférica. Ao se 
colocar o peso do veículo sobre a suspensão, o gás é comprimido até que a força no cilindro 
equilibra o peso, como mostrado na figura 3.14(b). Quando o veículo está em movimento, a 
roda transmite um deslocamento para a suspensão, e consequentemente surge uma força 
dinâmica (𝐹𝑑) correspondente. Desta maneira, o fluido hidráulico irá comprimir ou expandir o 
gás confinado no acumulador. 
Analisando as figuras 3.14(a) e (c) e conhecendo o valor do volume dinâmico 𝑉𝑑 
(equação (3.83)) pode-se escrever: 
𝑃0𝑉0 = 𝑃𝑑𝑉𝑑 = 𝑃𝑑(𝑉0 − 𝐴𝑐(𝑧𝑒 + Δ𝑧))                                 (3.90) 
Isolando 𝑃𝑑 na equação (3.90), obtém-se a pressão dinâmica dentro do acumulador após 
aplicação da força 𝐹𝑑: 
𝑃𝑑 =
𝑃0𝑉0
(𝑉0 − 𝐴𝑐(𝑧𝑒 + Δ𝑧))
                                               (3.91) 
Esta pressão 𝑃𝑑 pode ser divida em duas parcelas. A primeira correspondente a 𝑃0 
(pressão atmosférica) e a segunda referente a ação de uma força externa aplicada ao cilindro, 
como mostrado na equação (3.92). 
𝑃𝑑 = 𝑃0 +
𝐹𝑑
𝐴𝑐
                                                            (3.92) 
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Igualando as equações (3.91) e (3.92), têm-se: 
𝑃0 +
𝐹𝑑
𝐴𝑐
 =
𝑃0𝑉0
(𝑉0 − 𝐴𝑐(𝑧𝑒 + Δ𝑧))
                                          (3.93) 
Rearranjando-a pode-se obter a expressão que descreve a força 𝐹𝑑: 
𝐹𝑑  =
𝑃0𝐴𝑐
2(𝑧𝑒 + Δ𝑧)
(𝑉0 − 𝐴𝑐(𝑧𝑒 + Δ𝑧))
                                                (3.94) 
Deve-se atentar para o fato que o deslocamento correspondente para o cálculo da força 
𝐹𝑑 resulta da soma do deslocamento 𝑧𝑒 e do Δ𝑧. 
Como pode ser visto da equação (3.94) o comportamento da força 𝐹𝑑 em função do 
deslocamento do pistão é não linear. Logo, o coeficiente da suspensão (𝐾𝑠) não é constante 
como ocorre nos sistemas de suspensões convencionais que utilizam molas mecânicas. 
Neste caso para as molas não lineares o valor do coeficiente de rigidez não é constante 
(varia com a deformação da mola) e pode ser definido pelo coeficiente de rigidez local pela 
secante, pelo coeficiente de rigidez global pela secante ou pelo coeficiente de rigidez local 
pela tangente. As expressões resultantes das diferentes definições podem ser analisadas 
através das equações (3.95) a (3.97).  
𝐾𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒_𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙 =
𝐹𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙
Δ𝑧
=
𝐹𝑑 −𝑊
Δ𝑧
=
(
𝑃0𝐴𝑐
2(𝑧𝑒 + Δ𝑧)
(𝑉0 − 𝐴𝑐(𝑧𝑒 + Δ𝑧))
) − (𝑑𝑚𝑠𝑔)
Δ𝑧
         (3.95) 
𝐾𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒_𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 =
𝐹𝑑
𝑧𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙
=
𝐹𝑑
𝑧𝑒 + Δ𝑧
=
𝑃0𝐴𝑐
2
(𝑉0 − 𝐴𝑐(𝑧𝑒 + Δ𝑧))
                    (3.96) 
𝐾𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 =
𝜕𝐹𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙
∂Δ𝑧
=
𝜕(𝐹𝑑 −𝑊)
𝜕Δ𝑧
=
𝐴𝑐
2 𝑃0𝑉0 
(𝑉0 − 𝐴𝑐(𝑧𝑒 + Δ𝑧))
2                 (3.97) 
Segundo BALDI (2004) o cálculo do coeficiente de rigidez pela tangente é válido para 
pequenos deslocamentos, o que não é o caso da suspensão hidropneumática. Pela definição 
adotada (rigidez global pela secante) sempre será obtida a força real feita pela mola para 
qualquer deslocamento da roda. 
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Através da analise da equação (3.96) podemos notar que a rigidez do sistema de 
suspensão independe da forma do acumulador, e que depende somente do volume inicial e da 
pressão do gás. Esta condição é de grande valia para minimizar os gastos de projeto, pois 
pode-se escolher um acumulador com forma simples e de fácil produção. 
A forma mais simples de alterar a rigidez da mola hidropneumática é alterando o 
volume inicial (𝑉0) do gás, pois a pressão do gás numa condição de equilíbrio depende da 
distribuição da massa suspensa (𝑑𝑚𝑠) e do diâmetro interno do cilindro (𝑑𝑐), e a alteração do 
cilindro pode vir a acarretar em custos adicionais ao projeto. Um ponto importante a ser 
observado num projeto de suspensão como este é a dependência da pressão e do volume de 
gás em relação à variação da distribuição de massa, sendo que a alteração destes afeta 
diretamente a rigidez hidropneumática. 
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4. MATERIAIS E MÉTODOS 
 
 
4.1. Ferramentas utilizadas no HIL 
 
 
A simulação Hardware-in-the-loop (HIL) requer algumas ferramentas principais para 
consolidar seu desenvolvimento, que serão descritas nesta seção. Dentre elas o software 
Matlab/Simulink, desenvolvido pela MathWorks, uma placa dSPACE DS1104, o software 
ControlDesk e um sistema controlador e atuador Instron/Schenck. 
 
 
4.1.1. Software Mathworks 
 
 
A MathWorks desenvolveu uma linguagem dedicada para desenvolvimento e simulação 
de algoritmos matemáticos, o MATLAB. Essa ferramenta é considerada indispensável tanto 
no ensino acadêmico como no desenvolvimento industrial. Integrado ao MATLAB, também 
foi desenvolvido o Simulink, uma ferramenta gráfica onde é possível modelar sistemas 
mecânicos e seus controladores, simular e analisar os resultados diretamente através de 
diagramas de blocos. 
Outra ferramenta também desenvolvida pela MathWorks é o Real Time Workshop 
(RTW), que gera e executa códigos C e C++ a partir dos diagramas de blocos do Simulink. O 
código fonte gerado pode ser usado para aplicações em tempo real ou não, incluído 
prototipagem rápida e testes hardware in the loop. 
Um pacote para se utilizar junto com Real Time Workshop é o xPC target, um ambiente 
que permite conectar modelos gráficos no Simulink com sistemas físico e executa-los em 
tempo real. Essa ferramenta permite adicionar blocos de entradas/saídas (I/O) de hardwares 
específicos nos modelos, e também elimina a necessidade de escrever qualquer código, pois 
esses são gerados automaticamente pelo RTW. Sendo ideal para controladores de 
prototipagem rápida e simulações hardware in the loop. 
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4.1.2. Placa dSPACE 1104 
 
 
A dSPACE produz ferramentas para que seu hardware consiga se comunicar com 
alguns softwares como o Matlab/Simulink e o Real Time Workshop RTW e assim desenvolver 
aplicações em ambiente de tempo real, como hardware in the loop. Uma dessas ferramentas é 
o Real Time Interface RTI, que permite criar blocos com as diversas funções do hardware 
como sinais de aquisição, sensores e conversores de acordo com o modelo do equipamento. 
A placa DS1104 da dSPACE mostrada na figura 4.1 é composta de um processador 
MPC8240 com PPC 603e core de 250 MHz, oito canais para entrada e saída análogas de 16 e 
12 bits, range de saída de ±10V, com a possibilidade de usar conversores DAC (Digital 
Analog Converter) ou ADC (Analog Digital Converter) e entrada e saída digital. Para 
funcionar corretamente essa placa necessita de um computador com sistema operacional 
Windows e ainda Matlab com as ferramentas Simulink, Real Time WorkShop RTW e Real 
Time Interface RTI (dSPACE GmbH 2016). 
 
 
 
Figura 4.1 – Placa dSPACE 1104 
 
 
4.1.3. Software ControlDesk 
 
 
O software ControlDesk, disponibilizado pela dSPACE, é usado para auxiliar a 
aquisição, visualização e monitoramento dos dados. Nele é possível visualizar e armazenar 
valores de variáveis do modelo e alterar alguns parâmetros e variáveis do modelo em tempo 
real. Além disto, esse software apresenta interface simples, que permite o monitoramento e 
controle da placa controladora, ou seja, permite a visualização de dados em tempo real. Essa 
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ferramenta oferece todas as funções para controle, monitoramento e automação da atividade 
experimental (dSPACE GmbH 2016). 
 
 
4.1.4. Sistema Inston/Schenck 
 
 
O sistema Instron/Schenck é composto de dois componentes: o sistema de 
aquisição/controle (figura 4.2(a)) e o sistema de atuação (figura 4.2(b)). O sistema de 
aquisição é constituído de dois canais com três conectores BNC (duas saídas e uma entrada) 
de ±10V, com identificação e calibração nos conectores, e este sistema se comunica com um 
computador. O sistema de atuação é composto por dois cilindros hidráulicos com 
deslocamento linear, onde um deles tem capacidade de geração de força de 10 kN e outro tem 
capacidade de geração de força de 25 kN, ambos com deslocamento máximo de 100 mm. 
Esses atuadores estão equipados com células de carga resistivas, sensores de deslocamento 
LVDT, entre outros elementos que ajudam no desenvolvimento da aplicação. Estes dois 
sistemas trabalham juntos através de um software de monitoramento e controle das tarefas 
chamado RS-LabSite, que apresenta ferramentas variadas para aquisição, visualização e 
controle dos processos que se deseja desenvolver, podendo ser operado manualmente ou 
automaticamente. 
 
  
(a) (b) 
Figura 4.2– Sistema de aquisição/controle e atuação Instron/Schenck 
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4.2. Montagem da Bancada e Calibração 
 
 
Para realizar os testes foi feita a montagem física do sistema com o componente de 
hardware que será utilizado, primeiramente com a mola e o amortecedor convencional, como 
mostrado na figura 4.3, em seguida com a suspensão hidropneumática, como mostrado na 
figura 4.4. Nos testes de calibração será imposto um deslocamento sobre cada sistema de 
suspensão para se medir na célula de carga a sua reação (força) e através do sensor LVDT do 
atuador o deslocamento resultante. 
As calibrações devem ser feitas individualmente em cada atuador e os valores obtidos 
serão próprios do sistema composto pelo atuador, seus componentes mecânicos, hidráulicos e 
eletrônicos, ou seja, os valores de calibração de cada atuador não serão iguais. 
Cada atuador possui um controlador PID e, portanto, apresenta uma resposta dinâmica, 
ou seja, ao se impor um deslocamento no atuador a sua resposta não é instantânea devido a 
vários fatores como a inercia, filtragem de sinais, resposta do sistema entre outros. 
 
Figura 4.3 – Bancada de teste com os conjuntos mola-amortecedores. 
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Figura 4.4 – Bancada de testes com as suspensões hidropneumáticas. 
 
A figura 4.5 mostra em detalhes a montagem da suspensão hidropneumática nos 
atuadores. O cilindro hidráulico é conectado com a câmara de gás através de uma mangueira. 
A câmara de gás contém em sua parte superior um bico de ar e em sua parte inferior contem 
uma conexão do tipo ‘T’ que permite a ligação da câmara à bomba de óleo manual e ao 
cilindro hidráulico simultaneamente. Apesar da câmara de gás conter um bico de ar, a pressão 
no interior da câmara será ajustada com a inserção de óleo através da bomba manual, isso 
porque a pressão do ar comprimido da rede da FEM não é suficiente para chegar à pressão de 
trabalho na câmara de gás. 
Pode-se notar também na figura 4.5 a existência de um dreno, conectado à região sem 
pressão do cilindro, que é responsável pelo envio do óleo que vaza do sistema, através da 
vedação do êmbolo, para um reservatório. 
79 
 
 
Figura 4.5 – Esquema de montagem da suspensão hidropneumática. 
 
 
4.2.1. Calibração do Deslocamento 
 
 
Para a calibração do deslocamento realizou-se um teste simples utilizando o software 
Simulink e software Rs-Labsite e comparou-se as respostas enviadas com as obtidas. Neste 
caso o teste consistiu primeiramente em gerar no Simulink um sinal senoidal com amplitude 
máxima de 1 Volt que entra no bloco do conversor Digital/Analógico. Em seguida se faz a 
aquisição da magnitude da resposta do sistema no software de visualização Instron Schenck. 
Os valores obtidos estão mostrados na figura 4.6 onde observa-se que o valor da amplitude da 
resposta no atuador depende dos parâmetros que são configurados no software Rs-Labsite, 
como o curso máximo permitido no cilindro e a coordenada inicial “SetPoint” do atuador 
como mostrado nos parâmetros da figura 4.7. Portanto para realizar a calibração do 
deslocamento basta alterarmos os parâmetros no software Rs-Labsite. Observa-se na figura 
4.7 que o “Setpoint” foi definido como 0 mm e a amplitude de 40mm. 
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Figura 4.6 – Respostas calibração do deslocamento 
 
Figura 4.7– Parâmetros software Instron 
 
Após a calibração do deslocamento chegou-se aos dados apresentados no diagrama de 
blocos da figura 4.8 onde primeiro a entrada passa por um ganho de conversão de metros (m) 
para milímetros (mm) e em seguida passa por um ganho de conversão de milímetro (mm) para 
volts (V). 
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Figura 4.8– Modelo Simulink calibração do deslocamento 
 
Como a calibração do deslocamento esta relacionada aos parâmetros definidos no 
software RS-Labsite, o segundo atuador terá calibração de deslocamento igual ao primeiro se 
os dados configurados no software para o canal 2 forem iguais às configuradas para o canal 1, 
como mostra a figura 4.7. 
 
 
4.2.2. Calibração da Força 
 
 
Seguindo a mesma metodologia utilizada na calibração do deslocamento, foi feito um 
teste simples gerando uma resposta qualquer ao sistema e o sinal de força foi adquirido pelo 
software Rs-Labsite da Instron bem como pelo conversor analógico digital do sistema de 
aquisição dSPACE. Os dados registrados pelo programa Controldesk foram salvos em 
arquivo. Ambos os dados podem ser vistos na figura 4.9(a), onde a resposta em vermelho 
corresponde aos dados obtidos do conversor analógico/digital e a resposta em azul 
corresponde aos dados do sistema Instron. Porém esses dados não estão calibrados, para 
ajustá-los foi determinado o ganho que iguala os dados adquiridos do software ControlDesk 
com os dados obtidos no software da Instron, como mostrado na figura 4.9(b), esse ganho foi 
de 10. 
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                  (a) (b) 
Figura 4.9 – Respostas calibração da força do atuador 1. 
 
O mesmo procedimento foi repetido para o segundo atuador e os gráficos que o 
representam são mostrados na figura 4.10. Neste caso o ganho que iguala os dados adquiridos 
é 25.  
 
                  (a) (b) 
Figura 4.10 - Respostas calibração da força do atuador 2. 
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Para montar o diagrama de blocos da calibração da força além dos ganhos determinados 
com as figuras 4.9 e 4.10 ainda é necessário descontar a força que a célula de carga lê no Set 
Point 0 mm, assim é subtraído -2,27 kN para o primeiro atuador e subtraído -2,222 kN para o 
segundo atuador. Esses dados de força são mostrados no software RS-Labsite conforme a 
figura 4.11. 
 
Figura 4.11 – Dados de força do software RS-Labsite 
 
Com esses valores é possível montar o diagrama de blocos do atuador um que está 
representado na figura 4.12(a) e o diagrama de blocos do atuador dois que é mostrado na 
figura 4.12(b). 
 
  
  (a)          (b) 
Figura 4.12 – Modelos Simulink calibração da força 
 
 
4.3. Determinação dos parâmetros da mola e amortecedor convencional 
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Com o objetivo de auxiliar nos testes de validação das respostas simuladas com as 
respostas obtidas com o HIL, foram determinadas as características do conjunto mola 
amortecedor físicos, ou seja, foi obtida a curva real do conjunto mola amortecedor  
convencionais utilizadas nos testes (figura 4.13). 
Para obter essa curva real do conjunto mola-amortecedor foi imposto um deslocamento 
senoidal com frequência de 0.1Hz e medida a força resultante através do software de 
aquisição. A figura 4.13(a) mostra a curva de força por deslocamento do conjunto mola-
amortecedor que está instalado no primeiro atuador e a figura 4.13(b) mostra a mesma curva 
para o segundo atuador. 
  
    (a)          (b) 
Figura 4. 13 – Curvas de força x deslocamento dos conjuntos mola-amortecedores. 
 
Como visto na figura 4.13 o conjunto mola-amortecedor apresenta características não 
lineares, sendo difícil de ajustar uma função para determinar com precisão os parâmetros 
deste conjunto. A dificuldade de determinação desses parâmetros justifica a utilização da 
simulação hardware in the loop, tendo em vista que nessa simulação utilizam-se os 
componentes físicos ao invés de modelos matemáticos.  
O procedimento para obter a constante de rigidez do conjunto mola amortecedor foi de 
impor deslocamentos conhecidos com determinada amplitude (cinco milímetros) e em 
seguida adquirir os dados de força da célula de carga por meio do software de aquisição da 
Instron/Schenck. Com a aquisição destes vários pontos utilizou-se a função Polyfit do 
MATLAB para se fazer um ajuste linear, como mostrado na figura 4.14. Assim a constante de 
rigidez do conjunto mola-amortecedor montado no atuador um é de 18400 N/m e a constante 
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de rigidez do conjunto mola-amortecedor montado no atuador dois é de 18012 N/m como 
mostrados na figura 4.14(a) e 4.14 (b) respectivamente. 
 
 
    (a)          (b) 
Figura 4.14 - Determinação da constante de rigidez. 
 
Agora para determinar a constante de amortecimento do conjunto mola-amortecedor foi 
imposto um deslocamento senoidal com uma frequência de 0.1Hz e em seguida calculada a 
derivada deste deslocamento imposto e medida a força resultante através do software de 
aquisição, como mostrado na figura 4.15. 
 
Figura 4.15 – Resposta da força obtidas no software de aquisição 
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Esse procedimento foi repetido diversas vezes mantendo constante a frequência e 
variando apenas a amplitude do deslocamento senoidal imposto em cinco milímetros. Para 
cada variação de amplitude foi verificada a força no instante em que o deslocamento é nulo e 
consequentemente a velocidade é máxima. Assim com a aquisição destes vários pontos 
utilizou-se a função Polyfit do MATLAB para se fazer um ajuste linear e traçar o gráfico de 
força por velocidade como mostrado na figura 4.16. 
  
    (a)          (b) 
Figura 4.16 – Determinação da constante de amortecimento. 
 
Com isso, para as velocidades máximas positivas, a constante de amortecimento do 
conjunto mola-amortecedor montado no atuador um é de 3941 Ns/m e a constante de 
amortecimento do conjunto mola-amortecedor montado no atuador dois é de 3911 Ns/m como 
mostrado na figura 4.16(a) 4.16(b) respectivamente. Porém como a constante de 
amortecimento na distensão e na compressão são diferentes, é preciso realizar o mesmo 
procedimento para as velocidades negativas como mostra gráfico de força por velocidade da 
figura 4.17. 
Assim, para as velocidades máximas negativas, a constante de amortecimento do 
conjunto mola-amortecedor montado no atuador um é de 3100 Ns/m e a constante de 
amortecimento do conjunto mola-amortecedor montado no atuador dois é de 3036 Ns/m como 
mostrado na figura 4.17(a) 4.17(b) respectivamente. 
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    (a)          (b) 
Figura 4.17 – Determinação da constante de amortecimento. 
 
Como foi encontrado um coeficiente de amortecimento para velocidades positivas e 
negativas, foi utilizado um coeficiente de amortecimento equivalente médio. 
Como dito anteriormente o conjunto mola-amortecedor apresenta características não 
lineares, sendo difícil de ajustar uma função para determinar com precisão os parâmetros 
deste conjunto. Então foi feita essa aproximação linear das constantes de rigidez e 
amortecimento para que possam ser utilizadas nas simulações para tentar prever a resposta do 
sistema HIL real. 
 
 
 
4.4. Projeto da Suspensão Hidropneumática 
 
 
Para comparar a utilização da suspensão convencional com a suspensão 
hidropneumática é preciso projetá-la. O projeto da suspensão hidropneumática seguirá a 
metodologia de cálculo descrita na seção 3.7. e a montagem da suspensão hidropneumática 
segue a metodologia descrita na seção 4.2. Os parâmetros adotados para dimensionar a 
suspensão hidropneumática estão na tabela 4.1. 
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Tabela 4.1 - Valores dos parâmetros para dimensionar a suspensão hidropneumática. 
Descrição Parâmetro Valor 
Deslocamento máximo do cilindro 𝑧𝑚 40 mm 
Diâmetro interno do cilindro 𝑑𝑐  38 mm 
Fator de carga dinâmica 𝑓𝑐𝑑  2 
Carga estática máxima encontrada no 
veiculo 
𝑊 2815.5 N 
Pressão atmosférica  𝑃0 101325 Pa 
 
 
A determinação do volume inicial de gás na câmara foi obtido utilizando a equação 
(3.89), ou seja, um volume que com um deslocamento máximo de 40 mm do eixo na condição 
de carga máxima, dobre a força com relação ao valor da carga estática. Foi considerado um 
fator de carga dinâmica igual a 2, como sendo a carga máxima possível atuando na suspensão. 
Sendo assim o volume inicial de gás na pressão atmosférica é igual a 0,00236 m
3
. 
Usualmente o fator de carga dinâmica é obtido através de medições feitas durante o uso 
do veículo em condições reais, porém neste caso foi analisada a compressão máxima da 
suspensão convencional divido pelo peso do carro com carregamento máximo. Esta relação é 
em torno de 1,5 assim foi escolhido um do fator de carga dinâmica para a suspensão 
hidropneumática superior, que no caso é igual a 2. 
Uma vez tendo-se calculado o volume inicial teórico, o volume interno da câmara de 
gás sem óleo foi medido. Como nesta condição a pressão interna do sistema de suspensão é a 
atmosférica, a obtenção da pressão inicial de gás é feita através da relação PV=constante. Ou 
seja, injetou-se ar no sistema até atingir a pressão interna necessária para que a massa de gás 
no interior da câmara seja a correspondente ao volume calculado pela equação (3.89). Após a 
injeção de ar, o óleo é inserido no sistema através da bomba manual até se atinja a pressão 
estática na câmara de gás na posição de equilíbrio. 
Um ponto importante a ser observado é que para cada condição de carga diferente, o 
valor do deslocamento estático do cilindro para esta condição é calculado e acrescido ao vetor 
de deslocamento. Ou seja, o volume de óleo deslocado para dentro da câmara de gás, devido 
ao deslocamento estático do cilindro decorrente somente da alteração da condição de carga, é 
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subtraído do volume inicial de gás. Na prática isto significa que para cada aumento de carga 
estática que ocorrer e consequentemente deslocamento do cilindro para uma nova posição de 
equilíbrio, uma correção desta altura deverá ser feita introduzindo óleo para dentro do sistema 
até que o êmbolo volte para a posição zero. Isto deve ser feito pois qualquer aumento de carga 
no sistema, acarretará na alteração da altura do veículo, que deve ser compensada mediante a 
adição de óleo. É importante dizer que a introdução de óleo no sistema não altera em nada a a 
curva da rigidez, mas apenas a posição em torno da qual a suspensão vai trabalhar. 
Foram obtidas as curvas de rigidez para três condições diferentes de carga em cada 
suspensão traseira: 220 kg (veículo vazio), 250 kg (veículo com carregamento intermediário) 
e com 287 kg (veículo com carregamento máximo). 
As curvas experimentais da suspensão hidropneumática para cada condição de carga 
foram comparadas com as curvas teóricas, determinadas pela metodologia descrita na seção 
3.7.5. A figura 4.18 representa a curva de força por deslocamento para a condição de veículo 
vazio, a figura 4.19 mostra a curva para a condição de veículo com carregamento 
intermediário e a figura 4.20 representa a curva para condição de veículo com carregamento 
máximo. Em todas essas figuras a situação (a) representa a suspensão instalada no primeiro 
atuador e a situação (b) representa a suspensão instalada no segundo atuador.  
  
    (a)          (b) 
Figura 4. 18 – Curvas de força x deslocamento experimental e teórica pra a condição de 
veículo vazio. 
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    (a)          (b) 
Figura 4. 19 – Curvas de força x deslocamento experimental e teórica pra a condição de 
veículo com carregamento intermediário. 
 
  
    (a)          (b) 
Figura 4. 20 – Curvas de força x deslocamento experimental e teórica pra a condição de 
veículo com carregamento máximo. 
 
Como visto nas figura 4.18 4.19 e 4.20, a resposta teórica está dentro do “looping” de 
força, validando o modelo teórico. 
Para todas as condições de carregamento é possível notar, através da histerese, um alto 
atrito entre o embolo e o cilindro da suspensão. Por essa razão o amortecimento dessa 
suspensão será basicamente este atrito, e não será utilizada uma válvula entre a câmara e o 
cilindro para realizar o controle de amortecimento. 
 É importante notar que a rigidez da mola hidropneumática cresce mais rapidamente 
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câmara se torna muito pequeno e a pressão muito grande. Está é a vantagem da mola 
hidropneumática com relação às molas convencionais, pois quando há um deslocamento 
muito grande do cilindro, maior do que foi previsto no dimensionamento da suspensão, a 
rigidez aumenta de forma muito rápida, impedindo que o mesmo chegue ao fim de curso, 
evitando que ocorram interferências entre as partes do veículo, como por exemplo, entre o 
eixo da roda e o chassi. 
Por fim as figuras 4.18 4.19 e 4.20 mostram que as suspensões hidropneumáticas 
apresentam características não lineares, sendo difícil de ajustar uma função para determinar 
com precisão seus parâmetros. Assim a dificuldade de determinação desses parâmetros, 
devido à existência de fenômenos não modelados como o atrito, justifica a utilização da 
simulação hardware in the loop, tendo em vista que nessa simulação utilizam-se os 
componentes físicos ao invés de modelos matemáticos. 
 
 
4.4.1. Análise do amortecimento da Suspensão Hidropneumática 
 
 
Devido ao alto atrito entre o embolo e o cilindro encontrado nas suspensões 
hidropneumáticas será feita uma análise do amortecimento deste tipo de suspensão. Como 
visto anteriormente, não foi utilizada uma válvula no circuito de óleo entre a câmara e o 
cilindro para realizar o ajuste de amortecimento, pois não temos esta válvula. 
Um sistema de vibração pode encontrar muitos tipos de forças amortecedoras, desde o 
atrito molecular interno ao atrito por deslizamento e a resistência do fluido. Geralmente a 
descrição matemática destas forças é muito complicada e não se aplica para a análise de 
vibração. 
Vários tipos de análises podem ser usados para estudar as características de 
amortecimento de sistemas mecânicos. É comum o estudo dos mecanismos de amortecimento 
através da medição da energia dissipada por ciclo sob uma condição de carregamento 
harmônico. O diagrama de força por deslocamento é obtido e utilizado para medir a energia 
dissipada e a partir dai determinar uma medida do amortecimento do sistema. É usual definir 
o fator de dissipação de energia como a energia perdida por ciclo dividido pela energia 
máxima do ciclo (INMAN, 2014). 
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As curvas de força por deslocamento da suspensão hidropneumática são as mesmas 
utilizadas anteriormente. Estas foram obtidas experimentalmente, através do sistema Schenck, 
impondo um deslocamento senoidal com uma frequência de 0.1Hz e medindo a força 
resultante através do software de aquisição. A figura 4.21 contém as curvas de força por 
deslocamento das suspensões direita e esquerda para as três condições de carregamento 
(veículo vazio, com adição de carga intermediária e com adição de carga máxima). 
A energia perdida por ciclo é obtida através do cálculo da área do gráfico, ou seja, a 
integral da curva. Como os dados foram obtidos experimentalmente, basta realizar a soma do 
produto força por variação do deslocamento, para se obter a energia perdida por ciclo. 
  
    (a)          (b) 
Figura 4. 21 – Curvas de força x deslocamento das suspensões hidropneumáticas (a) direita 
(b) esquerda. 
 
 
Como visto na figura 4.21 as curvas da suspensão direita são um pouco diferentes das 
curvas da suspensão esquerda, o que significa também uma dissipação de energia um pouco 
diferente. 
Na tabela 4.2 estão os valores do fator de dissipação de energia para as suspensões 
direita e esquerda nas diferentes condições de carregamento. 
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Tabela 4.2 – Fator de dissipação de energia para as suspensões hidropneumáticas 
Descrição Suspensão direita Suspensão esquerda 
Carregado máximo 16,03 % 15,59 % 
Carregamento intermediário 18,03 % 17,13 % 
Sem carregamento 18,18 % 17,89 % 
 
É possível notar pela tabela 4.2 que o fator de dissipação de energia aumenta quando há 
uma diminuição da carga sobre o veículo, como é previsto pela teoria. Porém este fator de 
dissipação ainda é alto em todas as situações, mostrando que realmente o atrito é elevado 
nestes cilindros. 
Outra analise que pode ser feita para estudar o amortecimento do sistema é utilizar o 
valor de energia perdia por ciclo para cálculo do coeficiente de amortecimento equivalente. É 
possível relacionar esses dois parâmetros assumindo movimentos harmônicos, conforme 
demostrado por INMAN (2014) na equação (4.3). 
A energia perdida por ciclo (∆𝐸) é definida pela equação (4.1) 
∆𝐸 = ∮𝐹𝑑𝑑𝑥 = ∫ 𝑐?̇?
2𝜋
𝜔⁄
0
𝑑𝑥
𝑑𝑡
𝑑𝑡 =  ∫ 𝑐?̇?2
2𝜋
𝜔⁄
0
𝑑𝑡                                (4.1) 
onde c é o coeficiente de amortecimento e x é a excitação harmônica do sistema definida 
como 𝑥 =  𝐴 sin(𝜔𝑡) e ?̇?  =  𝜔𝐴 cos(𝜔𝑡). Assim resolvendo a equação (4.1) obtém-se a 
equação (4.2).  
∆𝐸 =  𝜋𝑐𝜔𝐴2                                                               (4.2) 
 Escrevendo em termos do coeficiente de amortecimento equivalente obtém-se a 
equação (4.3) 
𝑐𝑒𝑞 = 
∆𝐸
𝜋𝜔𝐴2
                                                               (4.3) 
 Como a energia perdida por ciclo foi calculada anteriormente através do gráfico e 
como temos os valores da frequência (𝜔) e da amplitude (A) é possível calcular o coeficiente 
de amortecimento equivalente. A tabela 4.3 mostra esses valores de coeficiente de 
amortecimento equivalente para as suspensões direita e esquerda nas diferentes condições de 
carregamento. 
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Tabela 4.3 – Coeficiente de amortecimento equivalente para as suspensões hidropneumáticas 
Descrição Suspensão direita Suspensão esquerda 
Carregado máximo 4084,4 Ns/m 3939,8 Ns/m 
Carregamento intermediário 3878,7 Ns/m 3672,7 Ns/m 
Sem carregamento 3301,6 Ns/m 3245,8 Ns/m 
 
 Além de analisar o coeficiente de amortecimento equivalente é possível analisar 
também a razão de amortecimento do sistema. Para isso é necessário calcular antes o valor do 
amortecimento crítico dado pela equação (4.4). 
𝑐𝑐𝑟𝑖𝑡 =  2√𝑘𝑚                                                              (4.4) 
Neste caso, para calcular o amortecimento crítico deve ser utilizado o valor do 
coeficiente de rigidez pela tangente, equação (3.97), na posição do deslocamento estático.  
Com os valores do coeficiente de amortecimento equivalente e os valores de 
amortecimento crítico a razão de amortecimento é calculada com a equação (4.5). 
𝜉 =  
𝑐
𝑐𝑐𝑟𝑖𝑡
                                                                  (4.5) 
 
A tabela 4.4 mostra esses valores de razão de amortecimento para as suspensões 
direita e esquerda nas diferentes condições de carregamento. 
Tabela 4.4 – Razão de amortecimento para as suspensões hidropneumáticas 
Descrição Suspensão direita Suspensão esquerda 
Carregado máximo 0,6363 0,6137 
Carregamento intermediário 0,7389 0,6997 
Sem carregamento 0,7573 0,7445 
 
Pela tabela 4.4 vemos que a razão de amortecimento é menor que 1 em todas as 
condições mostrando que o sistema é sub amortecido, como era esperado. 
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5. SIMULAÇÕES E RESULTADOS 
 
 
Neste capitulo serão apresentados os resultados experimentais obtidos com a aplicação 
da técnica harware in the loop em um modelo de veículo com sete graus de liberdade, onde as 
suspensões traseiras são os componentes físicos da simulação. Dois tipos de suspensões 
traseiras serão testados, um sistema de suspensões convencional e um sistema de suspensões 
hidropneumática, sendo possível avaliar comparativamente esses dois tipos de suspensão. 
Porém antes de realizar a simulação HIL neste modelo completo, será analisado o 
resultado totalmente simulado e o resultado experimental em um sistema massa-mola-
amortecedor de um grau de liberdade, onde a mola e o amortecedor convencional são os 
componentes de hardware. 
 
 
5.1. Verificação do HIL massa mola amortecedor 1 gdl 
 
 
Primeiramente, para estudo e adaptação da aplicação da técnica hardware in the loop 
será analisado um sistema simples massa-mola-amortecedor de 1 grau de liberdade. Será 
comparado e analisado as respostas de um sistema HIL simulado, onde o componente físico é 
simulado com os valores de rigidez e amortecimentos descritos na seção 4.3, com um sistema 
HIL real, onde o componente físico é real (conjunto mola-amortecedor convencional). 
A montagem deste sistema mais simples permite determinar o menor tempo de 
simulação em tempo real, que é de 0.0005s. Além de permitir uma maior familiarização com 
a simulação HIL, ficando mais fácil o estudo de modelos com mais graus de liberdade 
posteriormente. 
Para as simulações do modelo de 1 GDL, a massa utilizada será de 200 kg e a força de 
excitação será uma onda senoidal com amplitude de 400N de zero a pico e com frequência de 
0.4 Hz. 
O modelo da figura 5.1 representa o modelo em Simulink que contem tanto a parte 
virtual do sistema massa-mola-amortecedor, ou seja, a massa, como a mola e o amortecedor, 
que será o hardware simulado. 
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Figura 5.1 - Modelo HIL simulado 1 gdl. 
 
A resposta do deslocamento obtido através dessa simulação seria a resposta de 
deslocamento a ser obtida através do sistema HIL real que será descrito a seguir. 
A figura 5.2 mostra o diagrama de blocos modelado no Simulink que representa o 
sistema massa-mola-amortecedor real, ou seja, com a mola e o amortecedor sendo os 
componentes físicos e com todas as calibrações de deslocamento e força, determinadas nas 
seções 4.2.1 e 4.2.2. A parte real esta representada pelas tarefas de registrar o valor de 
deslocamento no conversor D/A e pela tarefa de leitura do conversor A/D do valor da força 
gerada pelo conjunto mola-amortecedor real. 
 
Figura 5.2 - Modelo HIL real 1 gdl. 
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Após as simulações do sistema HIL simulado (figura 5.1) e do sistema HIL real (figura 
5.2), as repostas dos deslocamentos obtidos foram comparadas como mostra a figura 5.3. 
 
Figura 5.3 – Comparativo do deslocamento modelo HIL 1 gdl 
   
Esta diferença notada entre o resultado experimental e o resultado simulado se deve 
principalmente ao fato do modelo utilizado no HIL simulado ter sido aproximado para um 
modelo linear, sendo que na realidade esse modelo apresenta características não lineares. 
Porém mesmo com essa aproximação é possível verificar que a resposta HIL experimental 
acompanha a resposta HIL simulada, provando que a técnica HIL é um método de ensaio 
válido para testes em componentes complexos de se modelar matematicamente. 
Após verificação neste modelo massa mola amortecedor de 1 GDL será realizado testes 
em um modelo completo de veículo com 7 GDL. 
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5.2. HIL para veículo completo 
 
 
Antes de realizar as simulações HIL no veículo completo comparando os dois tipos de 
suspensões, será realizada uma verificação do modelo do veículo completo semelhante à 
realizada no modelo massa mola amortecedor de 1 GDL descrito na seção anterior. Em outras 
palavras, serão comparadas e analisadas as respostas utilizando um modelo HIL totalmente 
simulado do veículo completo com um modelo HIL real do veículo completo, onde as 
suspensões convencionais são os componentes de hardware. No sistema HIL simulado os 
componentes físicos serão simulados com os valores de rigidez e amortecimentos 
determinados na seção 4.3. 
 
 
5.2.1. Parâmetros utilizados na simulação 
 
 
Os parâmetros utilizados nas simulações foram obtidos de forma experimental, e são 
referentes ao veículo GOL Gti 2.0 ano 1989 (DAIHA, 2016).  Essas informações estão 
listadas na tabela 5.1 
  
Tabela 5.1 - Valores dos parâmetros do veículo usado na simulação 
Descrição Parâmetro Valor 
Rigidez da suspensão direita frontal 𝑘𝑠1 22005 N/m 
Rigidez da suspensão esquerda frontal 𝑘𝑠2 20986 N/m 
Amortecimento da suspensão direita frontal 𝑐𝑠1 3442 N.s/m 
Amortecimento da suspensão esquerda frontal 𝑐𝑠2 3362 N.s/m 
Rigidez do pneu 𝑘𝑝1, 𝑘𝑝2, 𝑘𝑝3, 𝑘𝑝4 191204 N/m 
Amortecimento do pneu 𝑐𝑝1, 𝑐𝑝2, 𝑐𝑝3, 𝑐𝑝4 10 N.s/m 
Rigidez da barra estabilizadora frontal 𝑘𝑏𝑓 0 N/m 
Rigidez da barra estabilizadora traseira 𝑘𝑏𝑡 20914 N/m 
Massa das rodas dianteiras 𝑚𝑐1, 𝑚𝑐2 20.8 kg 
Massa das rodas traseiras 𝑚𝑐3, 𝑚𝑐4 33.3 kg 
Massa do veículo 𝑀𝑣 804.4 kg 
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Comprimento entre eixos 𝐿𝑥 2.37 m 
Comprimento do eixo 𝐿𝑦 1.37 m 
Momento de inércia em torno do eixo x 𝐽𝑥 756.7 kg.m
2
 
Momento de inércia em torno do eixo y 𝐽𝑦 1941.3 kg.m
2
 
 
Diferentes condições de carregamento serão consideradas nas simulações e 
consequentemente diferentes distribuições de massa do veículo também devem ser 
consideradas. Os valores utilizados estão na tabela 5.2.  
Tabela 5.2 – Valores da distribuição de massa para diferentes condições de carregamento 
Massa do Veículo Adição de Massa Frontal  Traseira  Direita Esquerda 
804,4𝑘𝑔 
0𝑘𝑔 (Vazio) 60% 40% 50% 50% 
200𝑘𝑔 (Intermed.) 50% 50% 50% 50% 
300𝑘𝑔 (Máximo) 48% 52% 50% 50% 
 
Com esses dados da tabela 5.2 é possível calcular, seguindo as formulações 
desenvolvidas na seção 3.5, a posição do CG e a distribuição de massa suspensa para cada 
conjunto de suspensão. 
 
 
 
5.2.2. Sistema HIL Simulado 
 
 
O modelo da figura 5.4 representa o modelo em Simulink do veiculo completo, onde o 
hardware é simulado com os valores dos coeficientes de rigidez e amortecimento 
determinados na seção 4.3, esse modelo será denominado de HIL simulado.  
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Figura 5.4 – HIL simulado do veículo completo. 
 
As repostas desse modelo que serão analisadas são a aceleração do CG para verificar o 
conforto do veículo, e o curso das suspensões traseiras para verificarmos a segurança (vendo 
se as suspensões atingem o fim de curso). 
Neste momento será analisado o veículo sem adição de carga passando por uma entrada 
lombada como descrito na seção. 3.6.1. As repostas obtidas nessas condições estão 
apresentadas na seção 5.2.4, onde são comparadas com o HIL real. 
 
5.2.3. Sistema HIL Real 
 
 
O diagrama de blocos modelado no Simulink que representa o veículo completo com as 
suspensões traseiras sendo os componentes físicos e todos os blocos de calibração é 
apresentado na figura 5.5. A parte real esta representada pelas tarefas de registrar os valores 
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de deslocamento nos conversores D/A e pela tarefa de leitura dos conversores A/D dos 
valores da força gerada por cada suspensão real. 
 
 
Figura 5.5 – HIL real do veículo completo. 
 
Como no caso do HIL simulado agora também será analisado o veículo sem adição de 
carga passando por uma entrada lombada. As repostas obtidas através destas simulações 
experimentais estão apresentadas a seguir. 
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5.2.4. Verificação HIL para veículo completo comparando simulado e real 
 
 
As respostas do curso das suspensões traseiras e aceleração do CG que foram obtidos 
com o sistema HIL simulado e do sistema HIL real estão apresentadas nas figuras 5.6 e 5.7. 
 
 
Figura 5.6 - Comparação do curso das suspensões traseiras 
 
 
Figura 5.7 – Comparação da aceleração do CG do veículo 
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Na figura 5.6 é possível notar uma diferença entre as respostas. Esta diferença entre o 
resultado experimental e o resultado simulado do curso da suspensão tem a mesma 
justificativa da diferença encontrada no modelo de 1 GDL (figura 5.3), ou seja, se deve 
principalmente ao fato do modelo utilizado no HIL simulado ter sido aproximado para um 
modelo linear, sendo que na realidade esse modelo apresenta características não lineares. 
Além disto, pode se notar que nos resultados experimentais de aceleração e de curso da 
suspensão as respostas não convergem para o zero, ficam oscilando, isto ocorre por que o 
bloco do conversor A/D e o bloco D/A ao fim da simulação continua mandando um sinal 
ruidoso para o sistema, fazendo com que os atuadores continuem com uma pequena oscilação. 
 De modo geral os resultados da aceleração do CG (figura 5.7) apresentaram uma boa 
correlação entre a resposta HIL experimental e a resposta HIL simulada, mostrando 
novamente que a técnica HIL é um método de ensaio válido para testes em componentes 
complexos de se modelar matematicamente. 
Após estas verificações, será aplicada a simulação HIL para comparar comportamento 
dinâmico do veículo utilizando dois tipos de suspensões traseiras, uma convencional e outra 
hidropneumática. 
 
 
5.3. HIL para veículo completo comparando os dois tipos de suspensão 
 
 
Finalmente será aplicada a simulação HIL para avaliar comparativamente os dois tipos 
de suspensão, a convencional e a hidropneumática. Essa comparação será feita analisado o 
comportamento dinâmico de um veículo completo onde as duas suspensões traseiras (primeiro 
convencionais e depois hidropneumáticas) são os componentes físicos da simulação HIL e 
todos os outros parâmetros do veículo são simulados em software Matlab/Simulink, utilizando 
os dados da seção 5.2.1.  
Do mesmo modo como feito nas simulações comparando o modelo HIL simulado e o 
modelo HIL real mostrado na seção 5.2.4, as respostas que serão analisadas são a aceleração 
do CG para verificar o conforto do veículo, e o curso das suspensões traseiras para 
verificarmos a segurança (vendo se as suspensões atingem o fim de curso). 
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Será analisado o veículo em diversas condições de carregamento passando por uma 
entrada lombada. Também será analisado o veículo passando por uma entrada sinal de 
Schroeder. As repostas obtidas nessas condições estão apresentadas a seguir. 
 
 
5.3.1. Veículo passando por uma lombada sem carregamento 
 
 
Primeiro será analisado o veículo sem adição de carga passando por uma entrada 
lombada, como descrita na seção 3.6.1. O veículo trafega com uma velocidade contate de 
4m/s e também foram considerados os atrasos temporais devido à distância entre as rodas 
frontais e traseiras. Desta forma as repostas do curso das suspensões traseiras e aceleração do 
CG que foram obtidos com o sistema HIL utilizando as suspensões convencionais e com o 
sistema HIL utilizando as suspensões hidropneumáticas estão apresentadas nas figuras 5.8 e 
5.9. 
 
Figura 5.8 - Comparação do curso das suspensões traseiras condição 1. 
 
0 0.5 1 1.5 2 2.5
-0.015
-0.01
-0.005
0
0.005
0.01
0.015
Curso da susp. traseira esquerda
D
e
s
lo
c
a
m
e
n
to
 (
m
)
Tempo (s)
0 0.5 1 1.5 2 2.5
-0.015
-0.01
-0.005
0
0.005
0.01
0.015
Curso da susp. traseira direita
D
e
s
lo
c
a
m
e
n
to
 (
m
)
Tempo (s)
 
 
Susp. Convencional
Susp. Hidropneumática
105 
 
  
Figura 5.9 – Comparação da aceleração do CG do veículo condição 1. 
 
Pela figura 5.8, que mostra o curso das suspensões traseiras, é possível notar que tanto a 
suspensão convencional quanto a suspensão hidropneumática apresentam uma boa correlação 
no início. Porém quando as rodas traseiras estão saindo da lombada, ou seja, no tempo 
próximo a 1,5 segundos a suspensão hidropneumática apresenta uma amplitude maior de 
elongação que a suspensão convencional.  
Da figura 5.9 vemos que a aceleração do CG de ambas as suspensões apresentam uma 
boa correlação. Porém a suspensão hidropneumática apresenta alguns picos, que foram 
ocasionados devido ao alto atrito deste tipo de suspensão.  
Além disto, pode se notar também que as repostas do curso das suspensões não 
convergem para o zero, ficam oscilando, isto ocorre por que o bloco do conversor A/D e o 
bloco D/A ao fim da simulação continuam mandando um sinal ruidoso para o sistema, 
fazendo com que os atuadores continuem com uma pequena oscilação. Por isso para a análise 
da aceleração do CG na figura 5.9, é analisado apenas até 2 segundos, após isso seria apenas 
respostas ruidosas. 
De modo geral, nessa condição de veículo sem carregamento nenhuma das suspensões 
chega próximo ao fim de curso, mostrando que ambas estão seguras. E ao analisar as 
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amplitudes máximas de cada tipo de suspensão pode-se dizer que apresentam conforto 
equivalente. 
 
 
5.3.2. Veículo passando por uma lombada com carregamento intermediário 
 
 
Agora será analisado o veículo com adição de carga intermediária passando pela entrada 
lombada. Assim a resposta do curso das suspensões traseiras está apresentada na figura 5.10 e 
a resposta da aceleração do CG está apresentada na figura 5.11. Em ambas as figuras já 
aparecem os resultados das simulações HIL utilizando as suspensões convencionais e 
hidropneumáticas para serem comparadas. 
 
Figura 5.10 - Comparação do curso das suspensões traseiras condição 2. 
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Figura 5.11 – Comparação da aceleração do CG do veículo condição 2. 
 
Na figura 5.10 vemos que ao comparar o curso das suspensões traseiras, a suspensão 
hidropneumática apresenta uma menor amplitude quando comprimida comparada com a 
suspensão convencional. Porém na elongação a suspensão hidropneumática apresenta uma 
maior amplitude. 
Da figura 5.11 vemos que o atrito da suspensão hidropneumática ocasiona alguns picos 
na resposta da aceleração do CG. Porém, ao comparar com a suspensão convencional, 
apresentam amplitudes de aceleração máxima e mínima um pouco menores. 
De modo geral, nessa condição de veículo com carregamento intermediário, o curso da 
suspensão hidropneumática é menor na compressão e maior na elongação ao comparar com a 
suspensão convencional. Neste caso também nenhuma das suspensões chega próximo ao fim 
de curso, mostrando que ambas estão seguras. E ao analisar as amplitudes máximas e mínimas 
da aceleração de cada tipo de suspensão pode-se dizer que a suspensão hidropneumática 
apresenta um melhor conforto. 
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5.3.3. Veículo passando por uma lombada com carregamento máximo 
 
 
Por fim será analisado o veículo com carregamento máximo passando pela lombada. As 
repostas do curso das suspensões traseiras que foram obtidos com o sistema HIL utilizando as 
suspensões convencionais e com o sistema HIL utilizando as suspensões hidropneumáticas 
está apresentada na figura 5.12. E a aceleração do CG que foi obtida com o sistema HIL 
utilizando os dois tipos de suspensões está apresentada na figura e 5.13 
 
Figura 5.12 - Comparação do curso das suspensões traseiras condição 3. 
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Figura 5.13 – Comparação da aceleração do CG do veículo condição 3. 
 
A figura 5.12 mostra que a suspensão hidropneumática apresenta uma menor amplitude 
quando comprimida e uma maior amplitude na elongação ao ser comparada com a suspensão 
convencional nesta condição de veículo com carregamento máximo. 
Da figura 5.13 vemos que o atrito da suspensão hidropneumática, assim como nos 
demais gráficos de aceleração, ocasiona alguns picos na resposta da aceleração do CG. A 
suspensão convencional também tem alguns picos menores que foram ocasionados pelo atrito. 
Porém, ao comparar as duas suspensões, pode-se dizer que a suspensão hidropneumática 
apresenta amplitudes de aceleração máxima e mínima um pouco menores, mas demora mais 
para estabilizar no final. 
De modo geral, nessa condição de veículo com carregamento máximo, o curso da 
suspensão hidropneumática é menor na compressão e maior na elongação se comparado com 
a suspensão convencional. Porém a suspensão convencional chega próximo ao fim de curso 
na compressão (-40 mm) e a suspensão hidropneumática chega ao fim de curso na elongação 
(40 mm), mostrando que é necessária uma atenção especial em relação à segurança nesta 
condição de veiculo totalmente carregado. E por fim, ao analisar as amplitudes máximas e 
mínimas da aceleração de cada tipo de suspensão pode-se dizer que a suspensão 
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hidropneumática apresenta amplitudes um pouco menores, porém demora mais para 
estabilizar. Os fatos da suspensão hidropneumática chegar ao fim de curso na elongação, e 
apresentar amplitudes de aceleração menores e que demoram mais para estabilizar mostram 
que o amortecimento da suspensão hidropneumática está muito baixo. 
 
 
5.3.4. Entrada Sinal de Schroeder 
 
 
Depois de serem analisadas as respostas com uma entrada lombada, agora serão 
analisadas as respostas para uma entrada de sinal de Schroeder, como descrito na seção 3.6.2 
Esse sinal será repetido diversa vezes simulando uma via por onde o veículo passa. 
Primeiramente será analisado o veículo na condição sem carregamento. As figuras 5.14 e 5.15 
estão comparando os resultados das simulações HIL utilizando as suspensões convencionais e 
as suspensões hidropneumáticas. 
 
Figura 5.14 – Comparativo do curso das suspensões traseiras utilizando sinal de Schroeder 
condição sem carregamento. 
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Figura 5.15 - Comparativo da aceleração do CG utilizando sinal de Schroeder na condição 
sem carregamento. 
 
Da figura 5.14 percebe-se que o curso das suspensões na simulação HIL com 
suspensões convencionais apresenta uma oscilação em pequenos deslocamentos, e da figura 
5.15 a aceleração do CG na simulação HIL com a suspensões convencionais apresenta vários 
picos, isso pode ter ocorrido pelo fato do sinal de Schroeder passar por diversas frequências 
até 3 Hz,  fazendo com que o atrito da suspensão aumentasse em frequências maiores. 
A figura 5.14 compara o curso das suspensões e nota-se, que como visto com a entrada 
lombada, a suspensão hidropneumática apresenta uma menor amplitude quando comprimida e 
uma maior amplitude na elongação ao ser comparada com a suspensão convencional. 
Da figura 5.15 devido a presença de diversos picos é difícil verificar e comparar a 
aceleração do CG, apenas ver que a suspensão hidropneumática apresenta amplitudes um 
pouco menores. Nas condições de carregamento intermediário e de carregamento máximo 
esses picos se repetem, por isso será analisado apenas o curso da suspensão nessas situações. 
Assim as figuras 5.16 e 5.17 estão comparando as repostas do curso das suspensões traseiras 
que foram obtidos com o sistema HIL utilizando as suspensões convencionais e com o 
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sistema HIL utilizando as suspensões hidropneumáticas, para as condições de carregamento 
intermediário e máximo respectivamente. 
 
Figura 5.16 – Comparativo do curso das suspensões traseiras utilizando sinal de Schroeder 
condição carregamento intermediário. 
 
 
Figura 5.17 - Comparativo do curso das suspensões traseiras utilizando sinal de Schroeder 
condição carregamento máximo. 
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De modo geral, tanto na figura 5.16 e 5.17, vemos que o curso da suspensão 
hidropneumática apresenta uma menor amplitude na compressão e uma maior amplitude na 
elongação comparada com a suspensão convencional, semelhante ao que foi visto com a 
entrada lombada. Na condição de carregamento máximo, figura 5.17, a suspensão 
convencional chega ao fim de curso na compressão (-40 mm), mostrando que é necessária 
uma atenção especial com este tipo de suspensão em relação à segurança na condição de 
veículo totalmente carregado. 
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6. CONCLUSÃO E DISCUSSÃO 
 
 
Este trabalho apresentou o desenvolvimento da técnica HIL que tem sido amplamente 
aplicada em diferentes projetos de pesquisa acadêmica e industrial, conseguindo obter o 
comportamento dinâmico de um sistema composto de partes modeladas matematicamente e 
composto de componentes físicos complexos, sem a necessidade de construção de um 
protótipo em grande escala. 
Nos testes realizados quando se comparou as respostas do HIL simulado e HIL real, 
verificou-se uma diferença. Esta diferença ocorreu pelo fato do modelo utilizado no HIL 
simulado ter sido aproximado para um modelo linear, sendo que na realidade esse modelo 
apresenta características não lineares. Nessa aproximação não foram incluídos efeitos como o 
atrito ou a histerese do amortecedor devido sua complexidade de modelagem. A dificuldade 
de se modelar matematicamente esses componentes justifica ainda mais a utilização da 
simulação HIL, pois esses componentes são substituídos por componentes físicos. 
Quando se comparou as repostas obtidas com o sistema HIL utilizando as suspensões 
convencionais com o sistema HIL utilizando as suspensões hidropneumáticas, verificou-se 
que o curso das suspensões hidropneumáticas traseiras é menor na compressão e maior na 
extensão, à medida que se vai aumentando o carregamento do carro. Isto ocorre, pois a rigidez 
da mola hidropneumática cresce rapidamente quando o cilindro é comprido. Nesta situação o 
volume do gás dentro da câmara se torna muito pequeno e a pressão muito grande e impede 
que o cilindro chegue ao seu fim do curso. Assim pode-se dizer que esta é uma vantagem da 
mola hidropneumática em relação às molas convencionais, pois se o cilindro não alcança o 
fim de curso são evitadas interferências entre partes do veículo. 
Ainda comparando as respostas do sistema HIL utilizando suspensões convencionais 
com as suspensões hidropneumáticas, verificou-se que a aceleração do CG do veículo 
utilizando suspensão hidropneumática apresentou amplitudes máxima e mínima um pouco 
menores, à medida que se vai aumentando o carregamento do veículo. Ressaltando que 
ocorreram alguns picos nas respostas utilizando a suspensão hidropneumática devido ao 
atrito. 
O alto atrito das suspensões hidropneumáticas é basicamente o responsável pelo 
amortecimento e não foi utilizada uma válvula no circuito de óleo entre a câmara e o cilindro 
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para que se realizasse um controle de amortecimento, pois não se tinha essa válvula. A 
abertura ou fechamento gradativo desta válvula faria com que o amortecimento diminuísse ou 
aumentasse, e assim seria possível aperfeiçoar a suspensão hidropneumática. 
De modo geral verificou-se que de fato a simulação HIL é um método de teste adequado 
para o desenvolvimento e dimensionamento de suspensões veiculares. 
Como sugestões para trabalhos futuros, pode-se realizar a simulação HIL utilizando 
cilindros hidropneumáticos com baixo atrito para que sejam possíveis análises do 
amortecimento utilizando uma válvula de controle. Pode-se também introduzir controle ativo 
e semi-ativo das suspensões. Além de realizar a simulação HIL em veículo completo com as 
quatro suspensões reais, não apenas as duas traseiras. Assim como aplicar a simulação HIL 
em outros tipos de suspensões ou em outros campos como em estruturas vibratórias e com 
avaliação e estimação de parâmetros dos componentes físicos. 
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APÊNDICE A – MODELO DO VEÍCULO COMPLETO 
 
 
Neste apêndice são apresentas as matrizes [𝑀], [𝐶] e [𝐾] que utilizadas para modelar o 
sistema de veículo completo composto de sete graus de liberdade. 
A matriz de massa [𝑀] é definida como: 
[𝑀] =
[
 
 
 
 
 
 
𝑚𝑐1 0 0 0 0 0 0
0 𝑚𝑐2 0 0 0 0 0
0 0 𝑚𝑐3 0 0 0 0
0 0 0 𝑚𝑐4 0 0 0
0 0 0 0 𝑀𝑡𝑣 0 0
0 0 0 0 0 𝐽𝑥 0
0 0 0 0 0 0 𝐽𝑦 ]
 
 
 
 
 
 
                            (𝐴. 1) 
A matriz de rigidez [𝐾] é composta da seguinte forma: 
[𝐾] =
[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝐾11
−𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦
2 0 0 −𝑘𝑠1 𝐾16 𝑋𝑓𝑘𝑠1
−𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦
2 𝐾22 0 0 −𝑘𝑠2 𝐾26 𝑋𝑓𝑘𝑠2
0 0 𝐾33
−𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦
2 −𝑘𝑠3 𝐾36 −𝑋𝑡𝑘𝑠3
0 0
−𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦
2 𝐾44 −𝑘𝑠4 𝐾46 −𝑋𝑡𝑘𝑠4
−𝑘𝑠1 −𝑘𝑠2 −𝑘𝑠3 −𝑘𝑠4 𝐾55 𝐾56 𝐾57
𝐾61 𝐾62 𝐾63 𝐾64 𝐾65 𝐾66 𝐾67
𝑋𝑓𝑘𝑠1 𝑋𝑓𝑘𝑠2 −𝑋𝑡𝑘𝑠3 −𝑋𝑡𝑘𝑠4 𝐾75 𝐾76 𝐾77 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           (𝐴. 2) 
Na qual: 
𝐾11 = 𝑘𝑝1 + 𝑘𝑠1 +
𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦2
 
𝐾16 = 𝐾61 = 𝑌𝑑𝑘𝑠1 +
𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦
 
𝐾22 = 𝑘𝑝2 + 𝑘𝑠2 +
𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦2
 
𝐾26 = 𝐾62 = −𝑌𝑒𝑘𝑠2 −
𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦
 
𝐾33 = 𝑘𝑝3 + 𝑘𝑠3 +
𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦2
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𝐾36 = 𝐾63 = 𝑌𝑑𝑘𝑠3 +
𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦
 
𝐾44 = 𝑘𝑝4 + 𝑘𝑠4 +
𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦2
  
𝐾46 = 𝐾64 = −𝑌𝑒𝑘𝑠4 −
𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦
 
𝐾55 = 𝑘𝑠1 + 𝑘𝑠2 + 𝑘𝑠3 + 𝑘𝑠4 
𝐾56 = 𝐾65 = 𝑌𝑒𝑘𝑠2 − 𝑌𝑑𝑘𝑠3 − 𝑌𝑑𝑘𝑠1 + 𝑌𝑒𝑘𝑠4 
𝐾57 = 𝐾75 = 𝑋𝑡𝑘𝑠3 − 𝑋𝑓𝑘𝑠2 − 𝑋𝑓𝑘𝑠1 + 𝑋𝑡𝑘𝑠4 
𝐾66 = 𝑌𝑑
2𝑘𝑠1 + 𝑌𝑑
2𝑘𝑠3 + 𝑌𝑒
2𝑘𝑠2 + 𝑌𝑒
2𝑘𝑠4 + 𝑘𝑏𝑓 + 𝑘𝑏𝑡 
𝐾67 = 𝐾76 = 𝑋𝑓𝑌𝑑𝑘𝑠1 − 𝑋𝑓𝑌𝑒𝑘𝑠2 − 𝑋𝑡𝑌𝑑𝑘𝑠3 + 𝑋𝑡𝑌𝑒𝑘𝑠4 
𝐾77 = 𝑋𝑓
2𝑘𝑠1 + 𝑋𝑓
2𝑘𝑠2 + 𝑋𝑡
2𝑘𝑠3 + 𝑋𝑡
2𝑘𝑠4 
A matriz amortecimento [𝐶] é escrita como: 
[𝐶] =
[
 
 
 
 
 
 
 
𝑐𝑝1 + 𝑐𝑠1 0 0 0 −𝑐𝑠1 𝑌𝑑 𝑐𝑠1 𝑋𝑓 𝑐𝑠1
0 𝑐𝑝2 + 𝑐𝑠2 0 0 −𝑐𝑠2 −𝑌𝑒 𝑐𝑠2 𝑋𝑓 𝑐𝑠2
0 0 𝑐𝑝3 + 𝑐𝑠3 0 −𝑐𝑠3 𝑌𝑑 𝑐𝑠3 −𝑋𝑡 𝑐𝑠3
0 0 0 𝑐𝑝4 + 𝑐𝑠4 −𝑐𝑠4 −𝑌𝑒 𝑐𝑠4 −𝑋𝑡 𝑐𝑠4
−𝑐𝑠1 −𝑐𝑠2 −𝑐𝑠3 −𝑐𝑠4 𝐶55 𝐶56 𝐶57
𝑌𝑑 𝑐𝑠1 −𝑌𝑒 𝑐𝑠2 𝑌𝑑 𝑐𝑠3 −𝑌𝑒 𝑐𝑠4 𝐶65 𝐶66 𝐶67
𝑋𝑓 𝑐𝑠1 𝑋𝑓 𝑐𝑠2 −𝑋𝑡 𝑐𝑠3 −𝑋𝑡 𝑐𝑠4 𝐶75 𝐶76 𝐶77 ]
 
 
 
 
 
 
 
 (𝐴. 3) 
Na qual: 
𝐶55 = 𝑐𝑠1 + 𝑐𝑠2 + 𝑐𝑠3 + 𝑐𝑠4 
𝐶56 = 𝐶65 = 𝑌𝑒𝑐𝑠2 − 𝑌𝑑𝑐𝑠3 − 𝑌𝑑𝑐𝑠1 + 𝑌𝑒𝑐𝑠4 
𝐶57 = 𝐶75 = 𝑋𝑡𝑐𝑠3 − 𝑋𝑓𝑐𝑠2 − 𝑋𝑓𝑐𝑠1 + 𝑋𝑡𝑐𝑠4 
𝐶66 = 𝑌𝑑
2𝑐𝑠1 + 𝑌𝑑
2𝑐𝑠3 + 𝑌𝑒
2𝑐𝑠2 + 𝑌𝑒
2𝑐𝑠4 
𝐶67 = 𝐶76 = 𝑋𝑓𝑌𝑑𝑐𝑠1 − 𝑋𝑓𝑌𝑒𝑐𝑠2 − 𝑋𝑡𝑌𝑑𝑐𝑠3 + 𝑋𝑡𝑌𝑒𝑐𝑠4 
𝐶77 = 𝑋𝑓
2𝑐𝑠1 + 𝑋𝑓
2𝑐𝑠2 + 𝑋𝑡
2𝑐𝑠3 + 𝑋𝑡
2𝑐𝑠4 
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APÊNDICE B – MODELO HIL DO VEÍCULO COMPLETO 
 
 
Neste apêndice são apresentas as matrizes [𝑀]𝐻𝐼𝐿, [𝐶]𝐻𝐼𝐿 e [𝐾]𝐻𝐼𝐿 que utilizadas no 
modelo virtual HIL do veículo completo composto de sete graus de liberdade. 
A matriz de massa [𝑀]𝐻𝐼𝐿 é definida como: 
[𝑀]𝐻𝐼𝐿 =
[
 
 
 
 
 
 
𝑚𝑐1 0 0 0 0 0 0
0 𝑚𝑐2 0 0 0 0 0
0 0 𝑚𝑐3 0 0 0 0
0 0 0 𝑚𝑐4 0 0 0
0 0 0 0 𝑀𝑡𝑣 0 0
0 0 0 0 0 𝐽𝑥 0
0 0 0 0 0 0 𝐽𝑦 ]
 
 
 
 
 
 
                          (𝐵. 1) 
A matriz de rigidez [𝐾]𝐻𝐼𝐿 é composta da seguinte forma: 
[𝐾]𝐻𝐼𝐿 =
[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝐾11
−𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦
2 0 0 −𝑘𝑠1 𝐾16 𝑋𝑓𝑘𝑠1
−𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦
2 𝐾22 0 0 −𝑘𝑠2 𝐾26 𝑋𝑓𝑘𝑠2
0 0 𝐾33
−𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦
2 0 𝐾36 0
0 0
−𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦
2 𝐾44 0 𝐾46 0
−𝑘𝑠1 −𝑘𝑠2 0 0 𝐾55 𝐾56 𝐾57
𝐾61 𝐾62 𝐾63 𝐾64 𝐾65 𝐾66 𝐾67
𝑋𝑓𝑘𝑠1 𝑋𝑓𝑘𝑠2 0 0 𝐾75 𝐾76 𝐾77 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                  (𝐵. 2) 
Na qual: 
𝐾11 = 𝑘𝑝1 + 𝑘𝑠1 +
𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦2
 
𝐾16 = 𝐾61 = 𝑌𝑑𝑘𝑠1 +
𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦
 
𝐾22 = 𝑘𝑝2 + 𝑘𝑠2 +
𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦2
 
𝐾26 = 𝐾62 = −𝑌𝑒𝑘𝑠2 −
𝑘𝑏𝑓
𝐿𝑦
 
𝐾33 = 𝑘𝑝3 +
𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦2
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𝐾36 = 𝐾63 =
𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦
 
𝐾44 = 𝑘𝑝4 +
𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦2
  
𝐾46 = 𝐾64 = −
𝑘𝑏𝑡
𝐿𝑦
 
𝐾55 = 𝑘𝑠1 + 𝑘𝑠2 
𝐾56 = 𝐾65 = 𝑌𝑒𝑘𝑠2 − 𝑌𝑑𝑘𝑠1 
𝐾57 = 𝐾75 = −𝑋𝑓𝑘𝑠2 − 𝑋𝑓𝑘𝑠1 
𝐾66 = 𝑌𝑑
2𝑘𝑠1 + 𝑌𝑒
2𝑘𝑠2 + 𝑘𝑏𝑓 + 𝑘𝑏𝑡 
𝐾67 = 𝐾76 = 𝑋𝑓𝑌𝑑𝑘𝑠1 − 𝑋𝑓𝑌𝑒𝑘𝑠2 
𝐾77 = 𝑋𝑓
2𝑘𝑠1 + 𝑋𝑓
2𝑘𝑠2 
A matriz amortecimento [𝐶]𝐻𝐼𝐿 é escrita como: 
[𝐶]𝐻𝐼𝐿 =
[
 
 
 
 
 
 
 
𝑐𝑝1 + 𝑐𝑠1 0 0 0 −𝑐𝑠1 𝑌𝑑 𝑐𝑠1 𝑋𝑓 𝑐𝑠1
0 𝑐𝑝2 + 𝑐𝑠2 0 0 −𝑐𝑠2 −𝑌𝑒 𝑐𝑠2 𝑋𝑓 𝑐𝑠2
0 0 𝑐𝑝3 0 0 0 0
0 0 0 𝑐𝑝4 0 0 0
−𝑐𝑠1 −𝑐𝑠2 0 0 𝐶55 𝐶56 𝐶57
𝑌𝑑  𝑐𝑠1 −𝑌𝑒 𝑐𝑠2 0 0 𝐶65 𝐶66 𝐶67
𝑋𝑓 𝑐𝑠1 𝑋𝑓 𝑐𝑠2 0 0 𝐶75 𝐶76 𝐶77 ]
 
 
 
 
 
 
 
          (𝐵. 3) 
Na qual: 
𝐶55 = 𝑐𝑠1 + 𝑐𝑠2 
𝐶56 = 𝐶65 = 𝑌𝑒𝑐𝑠2 − 𝑌𝑑𝑐𝑠1 
𝐶57 = 𝐶75 = −𝑋𝑓𝑐𝑠2 − 𝑋𝑓𝑐𝑠1 
𝐶66 = 𝑌𝑑
2𝑐𝑠1 + 𝑌𝑒
2𝑐𝑠2 
𝐶67 = 𝐶76 = 𝑋𝑓𝑌𝑑𝑐𝑠1 − 𝑋𝑓𝑌𝑒𝑐𝑠2 
𝐶77 = 𝑋𝑓
2𝑐𝑠1 + 𝑋𝑓
2𝑐𝑠2 
 
